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ABSTRACT
I n  t h i s  p a p e r  R w i l l  d e n o t e  a  c o m m u t a t iv e  r i n g  w i t h  i d e n t i t y .  
A P r u f e r  r i n g  i s  a  r i n g  R i n  w h i c h  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d  i n  t h e  q u o t i e n t  r i n g  R?  f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l
P o f  R .  R i s  a n  A - r i n g  i f  and  o n l y  i f  t h e  d i s t r i b u t i v e  l a w
A D  (B + C) = A fl B '+ A fl C h o l d s  f o r  a l l  i d e a l s  A, B ,  and 
C o f  R .  A s e m i - m u l t i p l i c a t i o n  r i n g  i s  a  r i n g  i n  w h i c h  A c :
B and  B f i n i t e l y  g e n e r a t e d  i m p l y  t h e r e  e x i s t s  a n  i d e a l -  C 
s u c h  t h a t  A = BC.
I n  C h a p t e r  I I  t h e  f o l l o w i n g  t e n  c o n d i t i o n s  a r e  c o n s i d e r e d  
f o r  a  r i n g  R:
I .  R i s  a n  A - r i n g .
I I .  R i s  a  P r u f e r  r i n g .
I I I .  R i s  a  s e m i - m u l t i p l i c a t i o n  r i n g .
I V .  I f  A, B,  and  C a r e  i d e a l s  o f  R w i t h  C f i n i t e l y  
g e n e r a t e d ,  t h e n  ( A + B ) : C = A : C + B : C .
V. I f  A, B ,  and  C a r e  i d e a l s  o f  R w i t h  A and  B
f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  t h e n  C : (A  fl B) = C:A + C :B .
V I .  A = DAe c  w h e r e  t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  t a k e n  o v e r  a l l  
q u o t i e n t  r i n g s  o f  R w h i c h  h a v e  l i n e a r l y  o r d e r e d  
i d e a l  s y s t e m s  a n d  e and  c d e n o t e  i d e a l  e x t e n s i o n  
and  c o n t r a c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y .
iv
V I I .  A(B fl C) = AB n AC w h e r e  A, B, a n d  C a r e  i d e a l s  
w i t h  o n e  o f  B o r  C r e g u l a r .
V I I I .  (A + B ) (A  fl B) = AB w h e r e  one o f  A o r  B i s  r e g u l a r .
I X .  F i n i t e l y  g e n e r a t e d  r e g u l a r  i d e a l s  a r e  i n v e r t i b l e .
X. A, B ,  and  C i d e a l s  o f  R ,  A f i n i t e l y  g e n e r a t e d  and
r e g u l a r  and  AB = AC i m p l y  B = C .
P r o o f s  a r e  g i v e n  sh o w in g  t h a t  I  t h r o u g h  VI a r e  e q u i v a l e n t  
and  V I I  t h r o u g h  X a r e  e q u i v a l e n t .  A l s o ,  a  P r u f e r  r i n g  
s a t i s f i e s  V I I  t h r o u g h  X. S e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  P r u f e r  r i n g s  
a r e  g i v e n ,  i n c l u d i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  a n y  r i n g  b e t w e e n  a  
P r u f e r  r i n g  a n d  i t s  t o t a l  q u o t i e n t  r i n g  i s  a l s o  a  P r u f e r  
r i n g .
The t h i r d  c h a p t e r  d e a l s  w i t h  t h e  p r i m a r y  i d e a l  s t r u c t u r e  o f  
a  P r u f e r  r i n g .  A l s o ,  - r i n g s , w h i c h  a r e  r i n g s  s a t i s f y i n g  
t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n  f o r  p r i m e  i d e a l s  a n d  i n  w h i c h  
p r i m a r y  i d e a l s  a r e  p r i m e  po w er  i d e a l s ,  a r e  s t u d i e d .  I t  i s  
shown i f  P i s  a  p r im e  i d e a l  o f  a  P r u f e r  r i n g  o r  o f  a n  o d -  
r i n g  a n d  t h e  k e r n e l  o f  t h e  n a t u r a l  map f r o m  R t o  R p ,  d e n o t e d  
by Kp,  i s  c o n t a i n e d  i n  Pn  t h e n  Pn  i s  P - p r i m a r y .  I f  P i s  a  
n o n - i d e m p o t e n t  p r i m e  i d e a l  o f  a  P r u f e r  r i n g ,  Q i s  a  P -  
p r i m a r y  i d e a l ,  and  Kp i s  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  Q t h e n  Q i s  
a  p r i m e  p o w e r .  An e x a m p le  i s  g i v e n  v e r i f y i n g  t h a t  a n  o C -  
r i n g  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  a  P r u f e r  r i n g ,  b u t  a n  o C - r i n g  w i l l  
a l w a y s  s a t i s f y  t h e  e q u i v a l e n t  p r o p e r t i e s  V I I  t h r o u g h  X.
v
CHAPTER I
INTRODUCTION AND NOTATIONS
The r i n g s  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  w o rk  w i l l  he  c o m m u t a t iv e  w i t h  
a  m u l t i p l i c a t i v e  i d e n t i t y  1 ^ 0 .  The n o t a t i o n  w i l l ,  i n  
g e n e r a l ,  h e  t h a t  o f  [ 1 5 ]  w i t h  A c  B m e a n i n g  A i s  c o n t a i n e d  
i n  B a n d  A < B m e a n in g  .A i s  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  B. When­
e v e r  M i s  a  m u l t i p l i c a t i v e  s y s t e m  o f  R , . R M w i l l  d e n o t e  t h e  
q u o t i e n t  r i n g  o f  R w i t h  r e s p e c t  t o  M a s  d e f i n e d  i n  [ 1 5 ] .
I f  P i s  a  p r i m e  i d e a l ,  t h e n  we w i l l  f o l l o w  t h e  c o n v e n t i o n  
o f  u s i n g  Rp t o  r e p r e s e n t  R ^ ,  w h e r e  M = R ' " \ P .  An i d e a l  A 
i s  r e g u l a r  i f  i t  c o n t a i n s  a  r e g u l a r  e l e m e n t .  We s a y  t h e  
i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  A i f  t h e  f o l l o w i n g  
two c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d :
1) I f  B i s  a n  i d e a l  t h e n  e i t h e r  A c: B o r  B c: A.
2)  I f  B a n d  C a r e  i d e a l s  a n d  B A t h e n  e i t h e r  B c  C 
o r  C c  B .
I f  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  ( 0 )  we 
s i m p l y  s a y  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .  I n  c a s e  
R i s  a n  i n t e g r a l  d o m a in  t h i s  i s  t h e  same a s  s a y i n g  R i s  a  
v a l u a t i o n  r i n g .
A P r u f e r  d o m a i n  i s  a n  i n t e g r a l  d o m a i n  R s u c h  t h a t  Rp i s  a  
v a l u a t i o n  r i n g  f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P o f  R .  P r u f e r
1
2d o m a in s  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  d e t a i l .  I n  p a r t i c u l a r  i t  
i s  known t h a t  f o r  a n  i n t e g r a l  d o m a i n  R w i t h  q u o t i e n t  f i e l d -  
K t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  a r e  e q u i v a l e n t :
a )  E v e r y  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  n o n - z e r o  i d e a l  o f  R i s  
i n v e r t i b l e .
b )  R i s  a  P r e f e r  d o m a i n .
c )  I f  A 4  ( 0 ) ,  B and  C a r e  i d e a i s  o f  R s u c h  t h a t  A
i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a n d  AB = AC, t h e n  B = C.
d )  I f  A, B, a nd  C a r e  i d e a l s  o f  R t h e n  A fl (B + C) =
(A H B) + (A fl C) o r ,  e q u i v a l e n t l y ,  A + (B 0 C) =
(A + B) n (A + C ) .
e )  E v e r y  i d e a l  A o f  R i s  c o m p l e t e ,  t h a t  i s  t o  s a y ,
A = HARv w h e r e  t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  t a k e n  o v e r  a l l  
v a l u a t i o n  r i n g s  Ry  s u c h  t h a t  R c  R^ < K.
f )  E v e r y  i d e a l  o f  R i s  a n  i n t e r s e c t i o n  o f  v a l u a t i o n  
i d e a l s  [ 1 6 ] .
g )  The C h i n e s e  R e m a i n d e r  t h e o r e m  i s  v a l i d  i n  R.
A l s o ,  o t h e r  c o n d i t i o n s  h a v e  b e e n  g i v e n  by  J e n s e n  [8 ] .  V e r i ­
f i c a t i o n  o f  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  t h e  a b o v e  c a n  b e  f o u n d  i n  
[ 1 0 ] ,  [ 1 3 ] ,  [ 1 5 ] ,  a nd  [ 6 ] .
R i n g s  ( n o t  n e c e s s a r i l y  d o m a i n s )  w h i c h  s a t i s f y  p r o p e r t y  d) 
a r e  c o n s i d e r e d  i n  [1 ] and  [ 5 ] ,  a n d  a r e  c a l l e d  " A r i t h m e t i s -  
c h e r  R i n g e " ,  o r ,  s i m p l y ,  A - r i n g s . I t  i s  sh o w n  i n  [ 1 5 ]  t h a t  
d )  a n d  g )  a r e  e q u i v a l e n t  i n  a r b i t r a r y  r i n g s .  A l s o ,  P r u f e r  
d o m a in s  h a v e  a p p e a r e d  i n  w o r k s  i n  H o m o l o g i c a l  A l g e b r a  [ 3 ]  
a nd  [ 7 ] .  The f i r s t  p a r t  o f  t h i s  p a p e r  w i l l  b e  d e v o t e d  t o
5t h e  s t u d y  o f  t h e s e  c o n d i t i o n s  ( o r  t h e i r  a n a l o g u e s  i n  t h e  
r i n g  c a s e ) i n  a r b i t r a r y  r i n g s .
D e f i n i t i o n  1 . 1 . R i s  a  P r u f e r  r i n g  i f  a nd  o n l y  i f  t h e  
i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  i n  Rp f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  
i d e a l  P .
D e f i n i t i o n  1 . 2 . A s e m i - m u l t i p l i c a t i o n  r i n g  i s  a  r i n g  R 
h a v i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y :  i f  A a n d  B a r e  i d e a l s  o f  R 
w i t h  B f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a n d  A c  B t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  
i d e a l  C i n  R s u c h  t h a t  A = B C .
I f  we o m i t  t h e  c o n d i t i o n  " B  f i n i t e l y  g e n e r a t e d "  i n  t h e  
D e f i n i t i o n  1 . 2  we h a v e  t h e  o r d i n a r y  m u l t i p l i c a t i o n  r i n g  o f  
K r u l l  w h i c h  i s  s t u d i e d  i n  [ 1 0 ] and  [11  ] .
A l t h o u g h  n o t  a l l  o f  t h e  c o n d i t i o n s  a )  t h r o u g h  g )  ( o r  t h e i r  
a n a l o g u e s  i n  t h e  r i n g  c a s e )  a r e  e q u i v a l e n t ,  we w i l l  show t h e  
e q u i v a l e n c e  o f  s o m e .  I n  p a r t i c u l a r ,  i n  C h a p t e r  2 we w i l l  
p r o v e  t h e  c o n c e p t s  o f  a  P r u f e r  r i n g ,  a n  A - r i n g ,  a n d  a  s e m i ­
m u l t i p l i c a t i o n  r i n g  c o i n c i d e .  A l s o ,  o t h e r  e q u i v a l e n t  
c o n d i t i o n s  w i l l  b e  g i v e n .
The r e m a i n d e r  o f  t h i s  p a p e r  i s  d e v o t e d  t o  t h e  s t u d y  o f  t h e  
i d e a l  s t r u c t u r e  i n  P r u f e r  r i n g s .  P r i m a r y  i d e a l  s t r u c t u r e  
a n d  d i m e n s i o n  p r o b l e m s  a r e  c o n s i d e r e d .  I n  C h a p t e r  3 ,  c u ­
r i n g s  a r e  d e f i n e d  a n d  t h e i r  r e l a t i o n  t o  P r u f e r  r i n g s  i s  
s t u d i e d .
CHAPTER I I  
PRUFER RINGS AND EQUIVALENT CONDITIONS
O ur f i r s t  r e s u l t s  i n  t h i s  c h a p t e r  c o n c e r n  P r u f e r  r i n g s .  
S p e c i f i c a l l y ,  we w i l l  p r o v e  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  s e v e r a l  
p r o p e r t i e s ,  some c o r r e s p o n d i n g  t o  t h o s e  g i v e n  i n  C h a p t e r  1 
f o r  i n t e g r a l  d o m a i n s .  R e c a l l  t h a t  t h e  C h i n e s e  R e m a i n d e r  
T h eo re m  i s  v a l i d  i n  R i f  a n d  o n l y  i f  R i s  a n  A - r i n g ,  so  i n  
t h i s  c h a p t e r  we r e f e r  o n l y  t o  t h e  l a t t e r  c o n d i t i o n .
The c o l l e c t i o n  o f  a l l  q u o t i e n t  r i n g s  o f  R o f  t h e  t y p e  R ^ ,  
i n  w h i c h  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  w i l l  be  d e n o t e d  by  
• I f  A i s  a n  i d e a l  o f  R ,  l e t  £  (A) = f)Ae c  w h e r e  t h e  
i n t e r s e c t i o n  i s  t a k e n  o v e r  a l l  r i n g s  S £ £  , a n d  e a n d  c
d e n o t e  i d e a l  e x t e n s i o n  a n d  c o n t r a c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y  [ 1 5 ;  
2 1 8 ] .  W i t h  t h i s  n o t a t i o n  we c a n  now s t a t e  t h e  r e s u l t  we 
w i s h  t o  p r o v e .
P r o p o s i t i o n  2 . 1 . I n  a  r i n g  R t h e  f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t :  
I .  R i s  a n  A - r i n g .
I I .  R i s  a  P r u f e r  r i n g .
I I I .  R i s  a  s e m i - m u l t i p l i c a t i o n  r i n g .
I V .  I f  A, B ,  a n d  C a r e  i d e a l s  o f  R w i t h  C f i n i t e l y
g e n e r a t e d ,  t h e n  ( A + B ) : C = A:C + B : C .
V. I f  A,  B,  a n d  C a r e  i d e a l s  o f  R w i t h  A a n d  T.
4
5f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  t h e n  C: ( A fl B) = C:A + C: B.
V I .  A = (A) f o r  e a c h  i d e a l  A i n  R .
The p r o o f  f o l l o w s  a nd  i s  i n  s e v e r a l  p a r t s .  F i r s t  we n e e d  
t h r e e  l e m m a s .
lemma 2 . 2 . I f  e x t e n s i o n  i s  w i t h  r e s p e c t  t o  a  q u o t i e n t  r i n g  
Rm i n  w h i c h  Ae c  Be o r  Be c  Ae , t h e n  (A fl B ) e = Ae D Be .
P r o o f :  S u p p o s e  Ae c= Be . L e t  x  e Ae D Be = Ae . I f  f  i s
t h e  n a t u r a l  map f r o m  R t o  R ^ ,  t h e n  t h e r e  e x i s t  a  e A and  
m e M s u c h  t h a t  x  = f ( a ) [ f ( m ) ] - 1 . S i n c e  Ae c  Be t h e r e  
e x i s t s  k  e M s u c h  t h a t  a k  = b e B .  T h e r e f o r e ,  x  =
f  ( a k )  [ f  (mk) ] _1 e (A fl B ) e . The o t h e r  c o n t a i n m e n t  i s
a l w a y s  t r u e ,  g i v i n g  u s  (A D B ) e = Ae fl Be .
Lemma 2 . 3 . I f  R i s  a  r i n g  i n  w h i c h  t h e  p r i n c i p a l  i d e a l s  
a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d ,  t h e n  a l l  o f  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d .
P r o o f :  T h i s  i s  c l e a r .
Lemma 2 . 4 - . I f  B c  ( h 1 , . . .  ,t>n ) a r e  i d e a l s  o f  R a n d  Be = 
( b 1 . . . , h n ) e = ( b n ) e i n  Rm , t h e n  ( A : B ) e = Ae :Be .
P r o o f :  We a l w a y s  h a v e  ( A : B ) e c: Ae :Be so  we n e e d  o n l y  p r o v e
t h e  o t h e r  c o n t a i n m e n t .  L e t  x  e R w i t h  f ( x )  e Ae :Be ( f  i s
t h e  map f r o m  R t o  RM) . Now Be ( x ) e = ( b n ) e ( x ) e = ( h n x ) e c;
Ae . T h e r e f o r e ,  t h e r e  i s  a  y n  e M s u c h  t h a t . h n x y n  e A. F o r
e a c h  i ,  1 < i  <, n  -  1 , l e t  y . e M b e  s u c h  t h a t  b i y i  e ( b n ) .
s e t  y  =  y n * F o r  ^  E B  w e  h a v e  b y i  • • •  y n _ i  e  ( B n ) »
6h e n c e  h yx  e A. T h e r e f o r e  y x  e A : B ,  h u t  y  e M i m p l i e s  f ( x )  e 
( A : B ) e . As a  r e s u l t  ( A : B ) e = Ae : Be .
I  i m p l i e s  I I
P r o o f :  S u p p o s e  a  a n d  b a r e  i n  R ,  a n  A - r i n g ,  a n d  P i s  a
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  R .  T hen  ( a  -  b )  + [ . (a )  H ( b ) ]  =
( a , b ) ,  h e n c e  t h e r e  e x i s t  x  e R a n d  y e ( a )  D ( b )  s u c h  t h a t  
a  = x ( a  -  b )  + y .  I f  x  e P t h e n  1 -  x  £  P .  S i n c e
g 0
(1  -  x ) a  = y -  xb  e ( b )  we h a v e  ( a )  <= ( b )  . On t h e  o t h e r
h a n d ,  i f  x  gf P t h e n  b x  = a x  -  a  + y e ( a ) ,  h e n c e  ( b ) e cz
( a ) e . T h e r e f o r e ,  t h e  p r i n c i p a l  i d e a l s  o f  Rp a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d ,  a n d  by  Lemma 2 . 3  t h e  i d e a l s  o f  Rp a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d .
I I  i m p l i e s  I I I
P r o o f :  S u p p o s e  R i s  a  P r u f e r  r i n g  w i t h  i d e a l s  A and  C, A
i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  and  C c  A, L e t  B =  { x e R j x A c C } .
B i s  a n  i d e a l .  By s h o w in g  (AB)e = Ce w h e r e  e x t e n s i o n  i s  
done  t o  R p ,  f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  P ,  we h a v e  AB = C . M o re ­
o v e r ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  (AB)e c: Ce so  we n e e d  o n l y  v e r i f y  
t h e  o t h e r  c o n t a i n m e n t ,  l e t  c e C. S e t  c = a^. a n d  A- =
(a.j ,. . . »a^, . .. *an ), where the a^ are indexed so that (a^ ) 6 c: 
. . .  o  (ak )e cz . . .  c: ( a n ) 6 . For 1 < i < n  -  1 there exist 
xi f ^i in with x. P, such that aixi = ai+1yi . Let y =
( - r - f  x .  ) (-^ ~ f y . ) . I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  y  e B a n d  h e n c e  
i = 1  1  i = k  1
a „ y  e AB. M o r e o v e r ,  a  y  = c ( y - f x .  ) and  (y^-fx .  ) gf P i m p l yn  n  i =1  i  i =1  i
7( c ) e cz ( AB)6 . T h e r e f o r e ,  AB = C a n d  R i s  a  s e m i - m u l t i p l i ­
c a t i o n  r i n g .
I l l  i m p l i e s  I I
P r o o f :  S u p p o s e  R i s  a  s e m i - m u l t i p l i c a t i o n  r i n g .  L e t  a
an d  b b e  i n  t h e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P o f  R .  ( b )  <=' ( a , b )  
i m p l i e s  t h e r e  e x i s t s  a n  i d e a l  C s u c h  t h a t  ( a , b ) C  = ( b )  . 
l e t  x , y  e C s u c h  t h a t  a x  + by  = b .  I f  y  $  P s i n c e  a y  e
( b )  we h a v e  ( a ) e cz ( b ) e . On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  y  e P t h e n
I -  y  i  P .  M o r e o v e r ,  b ( l  -  y )  = a x  e ( a )  a n d  1 -  y  ^  P 
i m p l y  ( b ) e cz ( a ) e . I t  f o l l o w s  t h a t  R i s  a  P r u f e r  r i n g .
I I  i m p l i e s  I
P r o o f :  T h i s  i m p l i c a t i o n  i s  o b t a i n e d  u s i n g  Lemma 2 . 2  and
t h e  f a c t  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i v e  l a w s  r e q u i r e d  f o r  a n  A - r i n g  
a r e  v a l i d  i n  a  r i n g  w i t h  l i n e a r l y  o r d e r e d  i d e a l  s y s t e m .
I I  i m p l i e s  IV a nd  I I  i m p l i e s  V
P r o o f : I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  IV an d  V a r e  v a l i d  i n  a  r i n g
w i t h  l i n e a r l y  o r d e r e d  i d e a l  s y s t e m .  S i n c e  t h i s  i s  t r u e  
f o r  e a c h  Rp i t  i s  n e c e s s a r y  o n l y  t o  show t h a t  t h e  o p e r a ­
t i o n s  o f  a d d i t i o n ,  i n t e r s e c t i o n ,  and  q u o t i e n t  i d e a l  f o r m a ­
t i o n  a r e  p r e s e r v e d  i n  g o i n g  f r o m  R t o  R p ,  w i t h  t h e  d e s i r e d  
i d e a l s .  I n t e r s e c t i o n  i s  p r e s e r v e d  by  Lemma 2 . 2 .  A l s o ,  
f o r  t h e  i d e a l s  c o n s i d e r e d  i n  IV a n d  V we h a v e  t h e  h y p o t h e s i s  
o f  Lemma 2 . 4  s a t i s f i e d ,  g i v i n g  u s  t h e  p r e s e r v a t i o n  o f  
q u o t i e n t  i d e a l  f o r m a t i o n .  A d d i t i o n  i s  a l w a y s  p r e s e r v e d .
8IY i m p l i e s  I I
P r o o f :  S u p p o s e  (A + B ) : C  = A:C + B : C ,  w h e n e v e r  G i s
f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  L e t  a , b  e R and  P h e  a  p r o p e r  p r i m e  
i d e a l  o f  R. F o r  A = ( a ) ,  B -  ( b ) ,  a nd  C = ( a , b )  t h e  a b o v e  
f o r m u l a  b e c o m e s  R = ( a ) : ( b )  + ( b ) : ( a ) .  T h e r e f o r e  t h e r e  
e x i s t  x  e ( a ) : ( b )  a n d  y  e ( b ) : ( a )  s u c h  t h a t  1 = x  + y .
Row x ,  a n  e l e m e n t  o f  ( a ) : ( b ) ,  i m p l i e s  b x  = z a  f o r  some z e 
R .  M o r e o v e r ,  b = b x  + by  = z a  + b y .  y  e ( b ) : ( a )  i m p l i e s  
a y  e ( b )  . I f  y  $  P t h e n  ( a ) e <= ( b ) e . I f  y  e P t h e n  1 -  y  
£f-p.  S i n c e  (1 -  y ) b  = z a  e ( a )  we h a v e  ( b ) e cz ( a ) e . 
T h e r e f o r e ,  b y  Lemma 2 . 3 ,  t h e  i d e a l s  o f  Rp a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d ,  h e n c e  R i s  a  P r u f e r  r i n g .
Y i m p l i e s  I I
P r o o f :  S u p p o s e  C: ( A D B) = C:A + C:B w h e n e v e r  A a n d  B a r e
f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  L e t  a , b  e P ,  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  
R .  S e t  C = ( a )  fl ( b )  , A = ( a ) ,  and  B = ( b )  . The a b o v e  
f o r m u l a  t h e n  g i v e s  u s  R = [ ( a )  fl ( b ) ] : ( a )  + [ ( a )  fl ( b ) ] : ( b ) .  
T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t  x  e [ ( a )  fl ( b ) ] : ( a )  a n d  y  e 
[ ( a )  H ( b ) ] : ( b )  s u c h  t h a t  1 = x  + y .  S i n c e  a x  e ( a )  fl ( b )  cz
( b )  t h e r e  e x i s t s  a  z i n  R s u c h  t h a t  a x  = b z . T h u s  a  = 
a x  + a y  = bz  + a y .  I f  y  e P t h e n  1 -  y  jzf P a n d  s i n c e  
(1 -  y ) a  = b z  we g e t  ( a ) e c  ( b ) e . I f  y  i  P t h e n  y  e [ ( a )  D
( b ) ] : ( b )  and  we h a v e  y b  e ( a ) .  T h e r e f o r e ,  ( b ) e c; ( a ) e .
T h u s  t h e  i d e a l s  o f  Rp a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  a n d  R i s  a  
P r u f e r  r i n g .
9I I  i m p l i e s  VI
P r o o f :  I f  a  e / I  ( A ) \ A  t h e n  A: ( a )  = {x e R | x a  e A} < R .
L e t  P h e  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  s u c h  t h a t  A: ( a )  c: P .  T h us
( A : ( a ) ) e < R p .  B u t ,  Rp e £  a n d  a  e £ (A)  i m p l y  a  e Ae c .
H e n c e ,  i f  f : R  --------> Rp i s  t h e  n a t u r a l  map,  f ( a )  e Ae .
T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t s  x  i  P s u c h  t h a t  a x  e A, w h i c h  s a y s  
x  e A : ( a ) .  H o w e v e r ,  f ( x )  i s  a  u n i t  i n  Rp so  ( A : ( a ) ) 6 = R p ,  
a ’ c o n t r a d i c t i o n .  Thus  £  (A) c: A. The o t h e r  c o n t a i n m e n t  
a l w a y s  h o l d s  so  t h e y  a r e  e q u a l .
VI i m p l i e s  I
P r o o f :  L e t  A, B ,  a n d  C h e  i d e a l s  o f  R .  I f  R ^  i s  i n  £
t h e n  Rjyj i s  a n  A - r i n g .  When e x t e n s i o n  i s  d o n e  t o  R^ e £  
we g e t ,  u s i n g  Lemma 2 . 2 ,  [A fl (B + C) ] e = Ae fl (Be + Ce ) =
(A8 n Be ) + ( Ae H Ce ) = [ ( A n B) + (A n C ) ] e . T h e r e f o r e ,
£  [A n (B + C ) ]  = £ [ ( A n B) + (A n C ) ]  a n d  R m u s t  h e  a n
A - r i n g .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 1 .
S e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  P r u f e r  r i n g s  a r e  i m m e d i a t e  c o r o l l a r i e s  
t o  P r o p o s i t i o n  2 . 1 .  C o r o l l a r i e s  2 . 5  a n d  1 . 6 ,  w h i c h  f o l l o w ,  
c o r r e s p o n d  t o  t h e  p r o p e r t i e s  a )  a n d  c )  g i v e n  i n  C h a p t e r  I .  
T hey  a r e  e q u i v a l e n t  t o  I  t h r o u g h  VI i f  R i s  a n  i n t e g r a l  
d o m a i n ,  h u t ,  i n  a  r i n g  w i t h  p r o p e r  z e r o  d i v i s o r s  t h i s  n e e d  
n o t  h e  t r u e .
C o r o l l a r y  2 . 5 . F i n i t e l y  g e n e r a t e d  r e g u l a r  i d e a l s  o f  a  
P r u f e r  r i n g  a r e  i n v e r t i b l e .
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P r o o f :  L e t  a  be  a  r e g u l a r  e l e m e n t  o f  t h e  f i n i t e l y  g e n e r ­
a t e d  i d e a l  A. By p r o p e r t y  I I I  t h e r e  e x i s t s  a n  i d e a l  C s u c h  
t h a t  AC = ( a ) .  S i n c e  a  i s  r e g u l a r  t h i s  i m p l i e s  A i s  
i n v e r t i b l e .
C o r o l l a r y  2 . 6 . S u p p o s e  A, B ,  a nd  C a r e  i d e a l s  i n  a  P r u f e r  
r i n g  w i t h  A f i n i t e l y  g e n e r a t e d  and  r e g u l a r .  I f  AB = AC 
t h e n  B = C.
P r o o f :  A p p ly  C o r o l l a r y  2 . 5 .
C o r o l l a r y  2 . 7 . A P r u f e r  r i n g  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  i n  i t s  
t o t a l  q u o t i e n t  r i n g .
P r o o f :  I t  i s  e a s i l y  show n u s i n g  t h e  same m eth od  a s  i n  [ 1 3 ] ,
t h a t  a n y  r i n g  s a t i s f y i n g  t h e  c a n c e l l a t i o n  l a w  g i v e n  i n  
C o r o l l a r y  2 . 6  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  i n  i t s  t o t a l  q u o t i e n t  
r i n g .
C o r o l l a r y  2 . 8 . I f  P Q a nd  Q P' a r e  p r i m e  i d e a l s  o f  a  
P r u f e r  r i n g  R ,  t h e n  P + Q = R .
P r o o f :  L e t  p  e P " \ Q  a n d  q e Q ^ ^ P .  U s i n g  p r o p e r t y  I ,
( p  “  0.) + ( p )  A (O.) = (p»Q.)» T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t  x  e R
and  y  e ( p )  fl ( q )  s u c h  t h a t  q  = x ( p  -  q)  + y .  M o r e o v e r ,
x  e Q a n d  1 + x  e P i m p l y  1 e P + Q .
One o f  t h e  p r o p e r t i e s  v a l i d  f o r  P r u f e r  d o m a in s  i s  t h a t  a n y  
r i n g  b e t w e e n  a  P r u f e r  d o m a in  a n d  i t s  q u o t i e n t  f i e l d  i s  a  
P r u f e r  d o m a i n .  The n e x t  t h e o r e m  show s t h a t  t h i s  p r o p e r t y  
i s  v a l i d  f o r  P r u f e r  r i n g s .
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Lemma 2 . 9 . S u p p o s e  R a n d  S a r e  r i n g s  s u c h  t h a t  R cz S cz T f 
w h e r e  T i s  t h e  t o t a l  q u o t i e n t  r i n g  o f  R .  I f  t h e  i d e a l s  o f  
R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d ,  t h e n  so  a r e  t h o s e  o f  S .
P r o o f :  L e t  a  = 2  a n d  b = -  be  i n  S ,  w i t h  x ,  y ,  w ,  z e R 
a n d  y  a n d  z r e g u l a r  i n  R .  The lemma i s  v e r i f i e d  i f  we 
show e i t h e r  a  e ( h ) S  o r  b e ( a ) S .  T h i s  i s  c l e a r l y  t r u e  i f  
b o t h  a  a n d  b a r e  i n  R .  H o w e v e r ,  i f  a  & R t h e n  y  e ( x ) R  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  x  i s  r e g u l a r  i n  R a n d  ^  e S .  H e n ce
jL
b e ( a ) S  = S .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  lem m a.
T heorem  2 . 1 0 . I f  R i s  a  P r u f e r  r i n g  w i t h  t o t a l  q u o t i e n t  
r i n g  T a n d  i f  S i s  a  r i n g  s u c h  t h a t  R o  S c  T , t h e n  S i a  
a  P r u f e r  r i n g .
P r o o f :  L e t  M be  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  i n  S a n d  s e t  P =
M fl R.  C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m ,  w h e r e  f  a n d  g a r e  
t h e  n a t u r a l  m a p s :
M c  S — SM
jh
P c  R — £ - >  Rp
To p r o v e  t h e  t h e o r e m  we w i l l  d e f i n e  t h e  ho m om orp h ism  h  so  
t h a t  h ( R p )  cz Sjyj- cz K, w h e r e  K i s  t h e  t o t a l  q u o t i e n t  r i n g  o f  
h ( R p ) . S i n c e  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  i n  R p ,  h e n c e  
i n  h ( R p ) ,  we g e t  b y  Lemma 2 . 9 ,  t h e  same i s  t r u e  i n  SM.
T h e r e f o r e  S i s  a  P r u f e r  r i n g .  D e f i n e  h : R p  --------> S ^  by
h ( g | y | wh e r e  x ,  y  e R .  I t  i s  e a s y  t o  v e r i f y  t h a t  
h  i s  a  w e l l  d e f i n e d  h om o m o rp h ism  u s i n g  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n
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o f  t h e  k e r n e l s  o f  t h e  maps f  a n d  g  g i v e n  i n  [ 1 5 ] .  To show 
SM <= K l e t  a  e SM. “  T h e r e  e x i s t  b and  c i n  S s u c h  t h a t  a  =
R w i t h  y  a n d  z r e g u l a r  i n  R.  We m u s t  t h e n  h a v e  f ( y h )  = 
f ( x )  and  f ( z c )  = f ( w ) . B o t h  y  a n d  z  r e g u l a r  i n  R i m p l i e s
i s  a n  e l e m e n t  o f  K. T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e
t h e o r e m .
The n e x t  t h e o r e m  d e a l s  w i t h  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  
d i m e n s i o n  o f  a  P r u f e r  r i n g  an d  t h a t  o f  i t s  p o l y n o m i a l  r i n g .  
S e i d e n b e r g  [ 1 4 ]  p r o v e s  i f  R i s  a n  n  d i m e n s i o n a l  P r u f e r  
d o m a i n ,  t h e n  R [ x ]  i s  n  + 1 d i m e n s i o n a l .  The same h o l d s  i n  
c a s e  R i s  a  P r u f e r  r i n g .
T h eo re m  2 . 1 1 . I f  R i s  a n  n  d i m e n s i o n a l  P r u f e r  r i n g  a n d  x 
i s  a n  i n d e t e r m i n a t e  o v e r  R,  t h e n  R [ x ]  h a s  d i m e n s i o n  n  + 1 .
P r o o f :  L e t  ( 0 )  < < . . .  < Qr  < R [ x ]  be a  c h a i n  o f  p r i m e
i d e a l s  i n  R [ x ] ,  P 1 = D R i s  a  p r i m e  i d e a l  i n  R a n d
p r i m e  i d e a l  o f  R [ x ] .  M o r e o v e r  ( 0 )  cz P ^ x ]  c  Q1 . I f  ? 1 = 
( 0 )  t h e n  R i s  a n  i n t e g r a l  d o m a in  a n d  we h a v e  t h e  r e s u l t  by 
[ 1 4 ] .  T h e r e f o r e ,  we asbum e  ( 0 )  < P 1 and  h e n c e ,  ( 0 )  <
P ^ [ x ] .  Row R/P-j i s  a  P r u f e r  d o m a in  a nd  d im ( R / P ^ )  _< n  -  1 .
f
f w h e r e  c i  M. L e t  b = jp a n d  c = w h e r e  x ,  y ,  w ,  z e
f ( y )  and  f ( z )  a r e  r e g u l a r  i n  h ( R p ) •
a n d  f ( c )  = a r e  e l e m e n t s  o f  K. B u t  f ( c )  i s  r e g u l a r  i n
SM a n d  t h u s  f ( w )  i s  a l s o  r e g u l a r  i n  h ( R p ) . T h e r e f o r e ,  a  =
P 1 [ x ]  = I >  a , x1 I a .  £ P a n d  k  a  p o s i t i v e  i n t e g e r }  i s  a  
1 i =0  1 1 1
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By S e i d e n b e r g ' s  t h e o r e m  we h a v e  d im ( R / P ^ [ x ] )  < n .  B u t  
R / P 1 [ x ]  _  R [ x ] / P ^ [ x ] ,  a n d  P., [ x ]  c  Q1 i m p l y  r  -  1 < n .
H e n c e  r  £ - n  + 1 w h i c h  v e r i f i e s  t h a t  R [ x ]  h a s  f i n i t e  d i m e n ­
s i o n  a n d ,  i f  s  = d im ( R [ x ] )  t h e n  s < n  + 1 .  How, l e t
( 0 )  .< P^ < . . .  < Pn  < R be  a  c h a i n  o f  p r i m e  i d e a l s  i n  R .
A g a i n ,  R/P-j i s  a  P r u f e r  d o m a i n  o f  d i m e n s i o n  n  -  1 so
R/P.J [ x ]  h a s  d i m e n s i o n  n .  B u t  R/P^ [ x ]  ~  R [ x ] / P ^  [ x ]  a n d  
( 0 )  < P ^ [ x ]  i m p l y  n  _< s  -  1 . T h e r e f o r e  n  + 1 = s w h i c h  
c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m .
We how r e t u r n  t o  t h e  p r o p e r t i e s  g i v e n  i n  C o r o l l a r i e s  2 . 5  
a n d  2 . 6 .  F i r s t ,  we w i l l  s t a t e  t h e  m a i n  p r o p o s i t i o n  a n d  
t h e n ,  a f t e r  p r o v i n g  t h r e e  l e m m a s ,  we w i l l  c o m p l e t e  t h e  
p r o o f .
P r o p o s i t i o n  2 . 1 2 . I n  a  r i n g  R t h e  f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a ­
l e n t  :
V I I .  A(B D C) = AB fl AC w h e r e  A, B ,  a n d  C a r e  i d e a l s  
w i t h  o n e  o f  B o r  C r e g u l a r .
V I I I .  (A + B) ( A fl B) = AB w h e r e  o n e  o f  A o r  B i s  r e g u l a r .
I X .  F i n i t e l y  g e n e r a t e d  r e g u l a r  i d e a l s  a r e  i n v e r t i b l e .
X. A ,  B ,  and  C i d e a l s  o f  R,  A f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a n d  
r e g u l a r ,  a n d  AB = AC i m p l y  B = C.
Lemma 2 . 1 3 . L e t  a ,  b ,  a n d  c be  i n  R,  a  r e g u l a r ,  P a  p r o p e r
p r i m e  i d e a l  o f  R, and  ( a ) e c: ( b ) e i n  R p .  I f  p r o p e r t y  V I I I  
i s  v a l i d  i n  R t h e n  e i t h e r .  ( b ) e <z ( c ) e o r  ( c ) e c: ( b ) e .
P r o o f :  S u p p o s e  x  e R a n d  y  e R '^ < P  a r e  s u c h  t h a t  a y  = b x .
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By V I I I ,  ( a , t > , c )  [ ( a ,* ) )  fl ( c ) ]  = ( a , b ) ( c ) u T h e r e f o r e  he  = 
x ^ a  + x 2b + x ^ c  w h e r e  x i  e ( a , b )  0 ( c ) ,  f o r  i  = 1 , 2 , a nd  
3 .  I f  x ^  = a u  + bv t h e n  x ^ y  = b x u  + b y v .  Now b e  = x ^ a  + 
Xgb + a c u  + b c v  so b e y  = x ^ x  + x 2yb  + b x c u  + b e v y .  
T h e r e f o r e ,  b c [ y  -  ( x u  + y v )  ] = (x.jX + x 2y ) b .  I f  z = x u  + 
y v  i  P t h e n  ( b ) e cz ( c ) e  b e c a u s e  x ^ y  = z b  e ( c ) .  On t h e  
o t h e r  h a n d ,  i f  z  e P s i n c e  y ^  P we h a v e  y  -  z ^  P .  A l s o  
x^ a n d  x 2 a r e  i n  ( a , b )  s o  we g e t  ( c ) e ( b ) e <= ( a , b ) e ( b ) e =
( b ) e ( b ) e . M o r e o v e r ,  ( b ) e i s  r e g u l a r  i n  Rp w h i c h  i m p l i e s
( c ) e c: ( b ) e . T h i s  p r o v e s  t h e  lem m a.
Lemma 2 . 1 4 . S u p p o s e  R i s  a  r i n g  i n  w h i c h  p r o p e r t y  V I I I  i s  
v a l i d .  I f  A i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  P i s  a  p r o p e r  p r i m e  
i d e a l ,  a n d  c i s  a  r e g u l a r  e l e m e n t  o f  A t h e n  t h e r e  e x i s t  
a ^ , . . . , a n  e A i n d e x e d  s o  t h a t  A = ( a ^ , . . . , a  ) ,  c = a ^  f o r  
some k ,  and  i n  R p ( a 1 , . . . ) e <= (&k ) e c  ) 6 c  • • • c
( a n ) e .
P r o o f :  F o r  e a c h  g e n e r a t o r  b o f  A we h a v e ,  by  l e t t i n g  a  =
c 2 i n  Lemma 2 . 1 3 ,  e i t h e r  ( c ) e cz ( b ) e o r  ( b ) e cz ( c ) e . L e t  
a ^ , . . . , a j c_ 1 b e  a l l  t h e  g e n e r a t o r s  o f  A f o r  w h i c h  ( a p ) e cz
( c ) e . L e t  c = a fe. I f  b 1 , b 2 a r e  o t h e r  g e n e r a t o r s  o f  A, 
a g a i n  b y  Lemma 2 . 1 3 ,  w i t h  a  -  c ,  b^ = b ,  a n d  b^  = c , e i t h e r  
( b , j ) e cz ( b 2 ) e o r  ( b 2 ) e c; ( b . | ) e . T h e r e f o r e  we c a n  i n d e x  t h e  
r e m a i n i n g  g e n e r a t o r s  i n  t h e  d e s i r e d  m a n n e r .
Lemma 2 . 1 5 . S u p p o s e  a , b e  R, a  r i n g  i n  w h i c h  p r o p e r t y  X 
h o l d s ,  and  P i s  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  R .  I f  c i s  r e g u l a r
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i n  R,  a n d  ( c ) e c  ( a 2 ) 6 i n . R p , t h e n  e i t h e r  ( a ) e g  ( b ) e  o r
( b ) e G ( a ) e .
P r o o f :  S i n c e  X i s  v a l i d  i n  R and  ( a b ) ( a , b , c )  g
Q p ***" p P A
( a , b , c ) ( a  , b  , c )  we h a v e  a b  e ( a  , b  , c )  . M o r e o v e r ,  ( c )  g
( a 2 ) e i m p l i e s  ( a b ) e g  ( a 2 , b 2 , c ) e = ( a 2 , b 2 ) 6 . T h e r e f o r e ,
2 2t h e r e  e x i s t s  y  fi P s u c h  t h a t  aby  = x a  + zb  . A l s o  
( z b ) ( a , b , c )  g  ( a , c ) ( a , b , c )  i m p l i e s  z b  e ( a , c ) .  S i n c e
( c ) e g  ( a 2 ) e g  ( a ) e we h a v e  ( z b ) e g  ( a , c ) e = ( a ) 6 . T h e r e ­
f o r e ,  t h e r e  e x i s t s  v  i  P s u c h  t h a t  z b v  = a u .  B u t  we h a d
2 2 2 2 2 a b y  = x a  + zb  s o  ab y v  = x v a  + z v b  o r  a b y v  = x v a  + abu
w h i c h  i m p l i e s  ( a ) ( b ) ( y v  -  u )  g  ( a ) ( a ) .  I f  u  jzf P t h e n
( a ) e g  ( b ) e b e c a u s e  z b v  = a u .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  u  e P
i m p l i e s  y v  -  u  fL P .  T h e r e f o r e  ( a ) e ( y v  -  u ) e ( b ) e =
( a ) e ( b ) e c  ( a ) e ( a ) e . B u t  c r e g u l a r  i n  R and  ( c ) e g  ( a ) e
i m p l y  ( a ) e i s  r e g u l a r  i n  R p .  Hence  ( b ) e g  ( a ) e c o m p l e t i n g
t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma.
V I I  i m p l i e s  V I I I
P r o o f :  I f  V I I  i s  v a l i d  i n  R t h e n  (A + B) ( A 0 B) =
[ (A + B) A]  fl [ (A + B) B]  = [A2 + AB] fl [AB + B2 ] => AB. The 
o t h e r  c o n t a i n m e n t  i s  a l w a y s  t r u e  g i v i n g  u s  (A + B) ( A fl B) = 
AB.
V I I I  i m p l i e s  IX
P r o o f :  L e t  A be  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a n d  c be a  r e g u l a r  and
c be  a  r e g u l a r  e l e m e n t _ o f .  A.  S e t  B = ( c ) : A .  To show A i s  
i n v e r t i b l e  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  AB = ( c ) .  S i n c e
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AB c  ( c )  we r e d u c e  t h e  p r o b l e m  t o  s h o w i n g  ( c ) e cz (AB)e f o r  
e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P i n  R .  By lemma” 2 . 1 4 ,  l e t  
a 1 , . . . , a n  e A be  i n d e x e d  s u c h  t h a t  A = ( a 1 , . . . , a n ) , c  = a k  
f o r  some k ,  a n d  i n  Rp  ( a 1 , . . .  , a Jc_ 1 ) e c: ( a k ) e c= . . .  c  ( a n ) e . 
P o r  e a c h  i ,  1 < i  < n  -  1 l e t  x i , y i  e R w i t h  y ^  ^  P ,  be 
s u c h  t h a t  a . y .  = a v x .  i f  1 < i  < k  -  1 . a n d  a . y .  = a . ^ . x .
X X i t  X — — X X  X +  1 X
i f  k  < i  < n  -  1 . I f  b  = y^ . . .  • • • x n _-| t h e n  b e
B, h e n c e  an b e AB. B u t  an b = y 1 . . .  y ^ a ^ .  a n d  y 1 . .  . y ^
f£ P i m p l i e s  ( a ^ ) 6 = ( c ) e c: ( AB) e . T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  
o f  V I I I  i m p l i e s  IX .
IX i m p l i e s  X
P r o o f :  T h i s  i s  c l e a r .
X i m p l i e s  V I I
P r o o f :  l e t  A, B a n d  C b e  i d e a l s  o f  R w i t h  B r e g u l a r ,  and
p p
l e t  P be  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l . I f  C B t h e n  t h e r e  
e x i s t s  c e C s u c h  t h a t  ( c ) e Be . I f  b i s  r e g u l a r  i n  B 
t h e n  b 2 i s  r e g u l a r ,  a n d  ( b 2 ) 8 ci ( b ) e i m p l i e s  by  lemma 2 . 5  
e i t h e r  ( b e ) <= ( c e ) o r  ( c ) e c: ( b e ) . S i n c e  ( c ) e ( b ) e we 
h a v e  ( b ) e c  ( c ) e . I f  x  i s  a n y  e l e m e n t  o f  B ,  s i n c e  ( b 2 ) e cz
( c ) e we h a v e  b y  lemm^ 2 . 5 ,  ( x ) e c: ( c ) e . T h e r e f o r e  Be cz Ge .
We h a v e  shown i f  B a n d  C a r e  i d e a l s  o f  R ,  w i t h  o n e  o f  B o r  
C r e g u l a r ,  t h e n  e i t h e r  Be cz Ce o r  Ce cz Be . T h e r e f o r e  
(AB)e cz (AC)e o r  ( AC)e <=■ (AB) 8 a n d  b y  lemma 2 . 2  [A(B fl C ) f  = 
Ae (B n C) e = Ae (Be n Ce ) = Ae Be D Ae c e = (AB) 8 n ( AC)e =
[AB fl AC]e . T h i s  i s  t r u e  f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P
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o f  R ,  so A(B D C) = AB fl AC. T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  
P r o p o s i t i o n  2 . 1 2 .
I n  c a s e  R h a s  a  u n i q u e  m ax im a l  i d e a l  one  o t h e r  c o n d i t i o n  
c a n  he a d d e d  t o  t h e  l i s t  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 1 2 .
C o r o l l a r y  2 . 1 6 . S u p p o s e  R i s  a  r i n g  w i t h  a  u n i q u e  m a x im a l  
i d e a l  P .  The c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 1 2  a r e  
e q u i v a l e n t  t o  t h e  f o l l o w i n g :
X I . The r e g u l a r  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  a n d  
t h e  z e r o  d i v i s o r s ,  Z ,  f o r m  a  p r i m e  i d e a l  w h i c h  i s  
c o n t a i n e d  i n  e v e r y  r e g u l a r  i d e a l .
P r o o f :  I f  XI h o l d s  i n  R and  one  o f  A o r  B i s  r e g u l a r ,  t h e n
e i t h e r  A cz B o r  B c  A. I t  f o l l o w s  t h a t  (A + B) ( A D B) = AB
a n d  h e n c e  p r o p e r t y  V I I I  i s  v a l i d .  C o n v e r s e l y ,  s u p p o s e  
p r o p e r t y  V I I I  i s  v a l i d  i n  K. S i n c e  R = Rp we h a v e  by Lemma 
2 . 1 3 ,  i f  a , b  e R w i t h  a  r e g u l a r ,  t h e n  ( a )  c  ( b )  o r  ( b )  <= 
( a ) .  T h i s  g i v e s  u s  t h e  r e g u l a r  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  
a n d  f o r  e a c h  r e g u l a r  i d e a l  A, Z c: A. I f  a , b  e Z and  
a  + b g Z t h e n  a  + b i s  r e g u l a r .  T h e r e f o r e  t h e r e  e x i s t  
x , y  e R s u c h  t h a t  a  = x ( a  + b )  a n d  b = y ( a  + b ) . M o r e o v e r ,
x , y  e Z c= P .  B u t  ( a  + b )  = ( x  + y ) ( a  + b )  i m p l i e s  1 =
x  + y  e P w h i c h  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  As a  r e s u l t ,  Z i s  
c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n .  The o t h e r  p r o p e r t i e s  r e q u i r e d  f o r  
Z t o  be  a  p r i m e  i d e a l  a r e  c l e a r l y  s a t i s f i e d .
R e m a r k . I f  R i s  a  r i n g  f o r  w h i c h  Rp s a t i s f i e s  p r o p e r t y  XI 
f o r  e a c h  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P o f  R, t h e n  R s a t i s f i e s  V I I I
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a n d  i t s  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n s .  T h i s  i s  v e r i f i e d  b y
6 6n o t i c i n g  i f  A o r  B i s  r e g u l a r ,  t h e n  A o r  B i s  r e g u l a r .
6 &As a  r e s u l t ,  i f  Rp s a t i s f i e s  p r o p e r t y  X I ,  e i t h e r  A c  B 
o r  Be c  Ae . T h e r e f o r e ,  [ (A  + B) ( A fl B) ] e -  [AB]e f o r  e a c h  
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P w h i c h  i m p l i e s  (A + B) ( A fl B) = AB.
The c o n v e r s e  o f  t h i s  s t a t e m e n t  i s  n o t  t r u e . We h a v e  t h e  
f o l l o w i n g  e x a m p l e .
E x a m p le  2 . 1 7 . L e t  Q be  t h e  r a t i o n a l  n u m b e rs  a n d  x , y ,  and
z b e  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  Q. S e t  R = Q [ x , y , z ] /  \ ,  w i t h\ f y f z )
P-| = ( x , y , z ) e , Pp = ( x , y ) e , and  A = ( x ^ ) e i d e a l s  o f  R.
p
S = R /P^A  h a s  o n e  m a x im a l  i d e a l ,  1 / P ^ A,  and  e v e r y  n o n - u n i t
i s  a  z e r o  d i v i s o r .  T h e r e f o r e  S v a c u o u s l y  s a t i s f i e s  t h e
Pp r o p e r t i e s  a b o u t  r e g u l a r  i d e a l s .  P f = 2 /P^A i s  a  p r im e
[ R^ 1A W a  Rp
i d e a l .  Sp ,  = Y ~k—  — 2 / ( P ^ A )  w h e r e  e x t e n s i o n  i s
t o  R-p . T h i s  i s  by  t h e  p e r m u t a b i l i t y  o f  r e s i d u e  a n d  q u o -  
2
t i e n t  r i n g  f o r m a t i o n .  B u t ,  Pp < P^ a n d  h e n c e  ( P ^ A ) e =
e e e Q | > , y , z ] f x  v )
P 1 A = A . T h e r e f o r e  Sp r-  a - ■■■■'— U s i n g  b a r s
1 *1 ( x  )
t o  d e n o t e  r e s i d u e s  f r o m  Q [ x , y , z ] ^ x  y )  Spi  we h a v e  y and
x  + y  a r e  r e g u l a r  e l e m e n t s .  I n  S p , ,  n e i t h e r  y  e ( x  + y )
n o r  x  + y  e ( y ) , h e n c e  t h e  r e g u l a r  i d e a l s  a r e  n o t  l i n e a r l y
o r d e r e d .  T h i s  g i v e s  u s  t h e  d e s i r e d  e x a m p l e .
R e m a r k . As we n o t i c e d  i n  C o r o l l a r y  2 . 5  and  C o r o l l a r y  2 . 6 ,  
a n y  r i n g  s a t i s f y i n g  p r o p e r t i e s  I  t h r o u g h  VI w i l l  a l s o  
s a t i s f y  V I I  t h r o u g h  X. T h e r e  a r e  s i m p l e  e x a m p l e s  s h o w in g
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t h e  c o n v e r s e  i s  n o t  t r u e ,  s i n c e  a n y  r i n g  i n  w h i c h  e v e r y  
n o n - u n i t  i s  a  z e r o  d i v i s o r  w i l l  s a t i s f y  V I I  t h r o u g h  X. I n  
t h i s  t y p e  o f  r i n g ,  p r o p e r t i e s  V I I  t h r o u g h  X p l a c e  v e r y  
l i t t l e  r e s t r i c t i o n  on  t h e  i d e a l  t h e o r y ,  w h i c h  i s  o n e  r e a s o n -  
t h e  s t r o n g e r  c o n d i t i o n s  I  t h r o u g h  VI w e r e  u s e d  i n  d e f i n i n g  
a  P r u f e r  r i n g .
CHAPTER III
oL -RINGS AND PRIMARY IDEALS OP PRUFER RINGS
T h i s  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  p r i m a r i l y  w i t h  t h e  p r i m a r y  i d e a l  
s t r u c t u r e  o f  a  P r u f e r  r i n g .  Ohm [ 1 2 ]  c o n s i d e r s  t h i s  i n  
t h e  i n t e g r a l  d o m a in  c a s e .  A l s o  we c o n s i d e r  . o d - r i n g s ,  
w h i c h  a r e  s t u d i e d  i n  [ 2 ] ,  a n d  t h e i r  r e l a t i o n s h i p  w i t h  P r i i f e r  
r i n g s .
D e f i n i t i o n  3 . 1 . R s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  c o n d i t i o n  
f o r  p r i m e  i d e a l s  ( a . c . c .  f o r  p r i m e s )  i f  and  o n l y  i f  e v e r y  
s t r i c t l y  a s c e n d i n g  c h a i n  o f  p r i m e  i d e a l s  i s  f i n i t e .
D e f i n i t i o n  3 . 2 . R i s  a n  o d - r i n g  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  a . c . c .  
f o r  p r i m e  i d e a l s  i s  v a l i d  a n d  e v e r y  p r i m a r y  i d e a l  i s  a  
p r i m e  p o w e r .
The n a t u r a l  q u e s t i o n s  w h i c h  a r i s e  a r e :  U n d e r  w h a t  c o n d i ­
t i o n s  i s  a n  o d - r i n g  a  P r i i f e r  r i n g ?  C o n v e r s e l y ,  w h e n  i s  a  
P r i i f e r  r i n g  a n  o d - r i n g ?  I n  e i t h e r  a n  oe. - r i n g  o r  a  P r u f e r  
r i n g ,  w hen  a r e  p r i m e  po w er  i d e a l s  p r i m a r y ?  A n sw ers  w i l l  be 
g i v e n  t o  t h e s e  q u e s t i o n s  i n  t h i s  c h a p t e r .  N o t e ,  t h a t  i f  R 
i s  a n  od - r i n g  t h e n  Rp i s  a n  ol - r i n g  f o r  e a c h  p r o p e r  p r im e  
i d e a l  P .  As a  r e s u l t ,  t h e  q u e s t i o n  o f  when  a n  od - r i n g  i s  
a  P r u f e r  r i n g  c a n  b e  r e d u c e d  t o :  "W h e n  d o e s  a n  o d - r i n g ,
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w i t h  a  u n i q u e  m a x im a l  i d e a l ,  h a v e  a  l i n e a r l y  o r d e r e d  i d e a l  
s y s t e m ? M. I t  i s  not .  a l w a y s  t r u e  t h a t  s u c h  a  r i n g  h a s  a  
l i n e a r l y  o r d e r e d  i d e a l  s y s t e m  a s  w i l l  "be s e e n  l a t e r  b y  
e x a m p l e .  The n e x t  f ew  t h e o r e m s  d e a l  w i t h  t h i s  p r o b l e m .
We w i l l  u s e  t h e  t e r m i n o l o g y  o f  [ 1 6 ]  a n d  c a l l  a  r i n g  w i t h  a  
u n i q u e  m a x im a l  i d e a l  a  q u a s i - l o c a l  r i n g .
T h eo re m  3 . 3 . S u p p o s e  R i s  a n  oc - r i n g  w i t h  u n i q u e  m a x im a l
i d e a l  P .  I f  P^ i s  p r i m e  a n d  P _1 < P ,  t h e n  P 1 c: Pn  f o r  e v e r y
2p o s i t i v e  i n t e g e r  n  a n d  P < P .
P r o o f :  We c a n  a s su m e  P^ i s  m a x im a l  i n  P s i n c e  t h e  a . c . c .
f o r  p r i m e  i d e a l s  h o l d s  i n  R .  T h e r e f o r e ,  i f  x  e P ' \ . P 1 t h e n  
x 1 i  P 1 a n d  ^ P 1 + (x)"5" = P f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  i .
P m a x im a l  i m p l i e s  t h a t  P 1 + ( x ) 1 i s  P - p r i m a r y ,  a n d  h e n c e  
t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  e^  s u c h  t h a t  P^ + ( x )  =
P e i .  M o r e o v e r ,  i  < j  i m p l i e s  t h a t  e .  f-. e . ,  f o r  o t h e r w i s e
J
P^ + ( x 1 ) = P-] + ( x ^ )  a n d  i n  t h e  i n t e g r a l  d o m a in  R / P 1 x  +
P.j w o u ld  b e  a  u n i t .  T h e r e f o r e  e^ < < • • •  a n d  a l s o  P >
2 ■P > . . . ,  w h i c h  i s  t h e  s e c o n d  a s s e r t i o n .  F o r  e a c h  p o s i t i v e
i n t e g e r  n  t h e r e  e x i s t s  e^  > n  w h i c h  i m p l i e s  t h a t  P.| c  P +
( x 1 ) = P e i  c  Pn .
C o r o l l a r y  3 . 4 . S u p p o s e  R ,  P 1 , an d  P a r e  a s  i n  T h e o r e m  3 . 3 .  
I f  P^ i s  m a x im a l  i n  P t h e n  P 1 = HPn , t h e  i n t e r s e c t i o n  t a k e n  
o v e r  a l l  p o s i t i v e  i n t e g e r s  n .
P r o o f :  I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show HPn  i s  p r i m e .  S u p p o s e
a b  e f1Pn  b u t  a , b  jzf DPn . T h e r e  e x i s t s  a n  i n t e g e r  m s u c h
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t h a t  Pm c  [ P 1 + ( a ) ] [ P 1 + ( h ) ]  c  P 1 + ( a h ) .  T h e r e f o r e  Pm =
p m+1 _ ' ' j_s  a  c o n t r a d i c t i o n .
C o r o l l a r y  3 . 5 . l e t  P a n d  P^ he  p r i m e  i d e a l s  i n  a n  o c - r i n g
R .  I f  P < P^ t h e n  P c  P ^  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  and  
P 4  P ^
P r o o f :  l e t  P 2 he  a  m a x im a l  p r i m e  f o r  w h i c h  P c P^ < P ^ .
I n  Rp , we h a v e  hy C o r o l l a r y  3 . 4 ,  = n ( P 1n ) e . T h e r e ­
f o r e ,  P2 = P 2 ec  = f l (P1rL) e c . S i n c e  ( P ^ ) 60  i s  a  P 1- p r i m a r y  
i d e a l  t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  o f  p o s i t i v e  i n t e g e r s
n 1 1  n 2 — *•* sucl1  ^2  = i = 1 'P i n i * M o r e o v e r > Pr i in e  
i m p l i e s  t h a t  t h e  s e q u e n c e  {n^} c a n  he  t a k e n  t o  he  s t r i c t l y
i n c r e a s i n g .  T h e r e f o r e  P c  P 2 c  p  n  f o r  e a c h  p o s i t i v e
i n t e g e r  n .
R e m a r k . We o b s e r v e  ( u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  C o r o l l a r y  3 . 5 )  
t h a t  CP^n  = P '  i s  t h e  u n i q u e  p r i m e  i d e a l  s u c h  t h a t  P 1 < P^ 
a n d  t h e r e  a r e  no p r i m e  i d e a l s  p r o p e r l y  b e t w e e n  P^ a n d  P 1 .
T heo rem  3 . 6 . I f  R i s  a  q u a s i - l o c a l  o d - r i n g  t h e n  t h e  p r i m e  
i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .
P r o o f :  S u p p o s e  t h e  t h e o r e m  i s  n o t  t r u e ,  l e t  P =
{ ( P . , P j ) |  P i </ P^ and  P .  P .  w i t h  P . , P .  p r i m e s } .  P a r t -
1  J ' J J -L - * - J
i a l l y  o r d e r  P a s  f o l l o w s :  ( P ^ , P ^ )  < (Pm>Fn ) i f  a n i  o n l y
i f  P^ c  P ^  a n d  P.. a  P ^ .  L e t  C he  a  m ax im a l  c h a i n  i n  P a n d
P^ = UP^, P 2 = UP.. w h e r e  i  and  j  a r e  s u c h  t h a t  ( P ^ , ? ^ )  i s
i n  C. S i n c e  t h e  a . c . c .  f o r  p r i m e  i d e a l s  h o l d s  i n  R ,  t h e r e
e x i s t s  a  j  s u c h  t h a t  ( P . , P . )  i s  i n  C. T h i s  s a y s  P . ^  P. ,
I J J '
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h e n c e  P 2 </■ B-j . A s i m i l a r  a r g u m e n t  g i v e s  u s  P 1 </ P2 . 
T h e r e f o r e ,  ( ? 1 , ? 2 ) i s  i n  C. M o r e o v e r ,  i f  P^ < P ,  a  p r i m e  
i d e a l ,  t h e n  ? 2 < P ,  a n d  c o n v e r s e l y .  I f  P a n d  Q a r e  p r i m e  
i d e a l s  s u c h  t h a t  P^ < P and P^ < Q t h e n  P <= Q o r  Q c  P .  I f  
p  = DQ^ w h e r e  t h e  Qp a r e  a l l  o f  t h e  p r i m e  i d e a l s  s u c h  t h a t  
P 1 < Qj_, t h e n  P 2 <= P a n d  h e n c e  P^ < P and  P 2 < P .  S i n c e  
t h e r e  i s  a  o n e - t o - o n e ,  o r d e r  p r e s e r v i n g  c o r r e s p o n d e n c e  
■between t h e  p r im e  i d e a l s  i n  Rp a n d  t h o s e  i n  R c o n t a i n e d  i n  
P ,  we a s su m e  P i s  t h e  m ax im a l  i d e a l  o f  R .  B u t  C o r o l l a r y  
3 . 4  g i v e s  u s  P^ = DPn  = P2 w h i c h  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  
T h e r e f o r e  F = 0  and  t h e  p r i m e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  
o r d e r e d .
The n e x t  r e s u l t  i s  a n  i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  p r e c e d i n g  
t h e o r e m .
C o r o l l a r y  3 . 7 . I f  R i s  a* q u a s i - l o c a l  oi. - r i n g  t h e n  t h e  s e t  
o f  p r i m e  a n d  p r i m a r y  i d e a l s  o f  R i s  l i n e a r l y  o r d e r e d .
R o t a t i o n :  I n  an  ol - r i n g  R we d e n o t e  by R (P )  t h e  l a r g e s t
p r i m e  i d e a l  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  P .  I f  P i s  a  m in i m a l  
p r i m e  o f  ( 0 ) ,  l e t  R (P )  = ( 0 ) .
T h e o r e m  3 . 8 . I f  R i s  a n  oi  - r i n g  w i t h  a  u n i q u e  m ax im al  
i d e a l ,  " then t h e  s e t  o f  z e r o  d i v i s o r s  o f  R i s  a  p r i m e  i d e a l .
P r o o f :  F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  we w i l l  l e t  Z 
d e n o t e  t h e  s e t  o f  z e r o  d i v i s o r s  o f  R .  I f  Z > ( 0 ) ,  t h e r e  
e x i s t s  a  p r i m e  i d e a l  P s u c h  t h a t  [ P ' ' \ i r ( P )  ] fl Z y  0 .  L e t  
Pq b e  t h e  l a r g e s t  p r i m e  i d e a l  w i t h  t h i s  p r o p e r t y .  C l e a r l y ,
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Z c  P q . A l s o ,  toy t h e  c h o i c e  o f  PQ, t h e r e  e x i s t s  x  e 
[ P J ^ \ N ( P q ) ]  n Z. I n  Rp , ( x ) e i s  p r i m a r y  f o r  P q 8 s o  ( x ) e = 
(P q 6 ) 31 f o r  some p o s i t i v e  i n t e g e r  n .  T h e r e f o r e  i f  p e Pq 
t h e r e  e x i s t  v  jzf Pq a n d  u  e R s u c h  t h a t  pnv  = u x .  B u t  
p nv  e Z a n d  v  £  Z i m p l y  pn  e Z , h e n c e  p £ Z . T h u s  Pq = Z . 
The t h e o r e m  i s  o tov io u s  i n  c a s e  Z = ( 0 ) .
Lemma 3 . 9 . L e t  R toe a  q u a s i - l o c a l  oL - r i n g .  S u p p o s e  A i s  
a n  i d e a l  s u c h  t h a t
1)  E i t h e r  A i s  p r i m e  a n d  N(Z) c  A, o r  N(Z) = A.
2) P p r i m e  a n d  A < P i m p l y  P h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p ­
e r t y :  i f  x , y  e R w i t h  x  £  P t h e n  e i t h e r  x  e ( y )  
o r  y  e ( x ) .
Then  A i t s e l f  s a t i s f i e s  t h e  p r o p e r t y  g i v e n  i n  2 ) .
P r o o f :  L e t  x , y  e R w i t h  x  A. I f  P i s  t h e  m i n i m a l  p r im e
i d e a l  o f  ( x ) ,  t h e n  A < P .  M o r e o v e r ,  s i n c e  t h e  p r i m e  i d e a l s
0 6
o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d ,  ( x )  i s  P - - p r im a r y  i n  Rp and
P  VJ p  p
t h e r e f o r e  ( x )  = (P  ) f o r  some n .  Now y  /  P i m p l i e s  ( x )  c:
( y ) 8 , y  e N(P) i m p l i e s  ( y ) e c  ( x ) e = ( P n ) e , and  y  e P " \ N ( P )
i m p l i e s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  m s u c h  t h a t  ( y ) 8 = ( P m) e . I n
a l l  c a s e s  we g e t  e i t h e r  ( x ) e cz ( y ) e o r  ( y ) 8 c: ( x ) e .
Case  1 :  ( x ) e c; ( y ) e . T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t  u  e R and
v  e R '^ - .P  s u c h  t h a t  xv  = y u .  B u t  v  ^  P i m p l i e s - e i t h e r  v  e
( u )  o r  u  e  ( v ) . I f  v  e  ( u )  t h e n  xv  = xwu = y u .  A l s o ,
v  ft P i m p l i e s  t h a t  v  i s  r e g u l a r  and  h e n c e  u  i s  r e g u l a r .
Thus y = wx e ( x ) .  I f u e ( v )  t h e n  x v  = y u  = y w v ,  h e n c e
x  = yw e ( y ) .
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Case  2 :  ( y )  cz ( x )  . T h i s  i s  t r e a t e d  i n  t h e  same m a n n e r
a s  C a s e  1 . T h i s  p r o v e s  t h e  lem m a.
T h e o re m  3 * 1 0 . I f  R i s  a  q u a s i - l o c a l  oi - r i n g  t h e n  t h e  
i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  F ( Z ) .
P r o o f :  By u s i n g  t h e  a . c . c .  f o r  p r i m e s  a n d  lemma 3 . 9  we
c a n  c o n c l u d e  i f  x  fi N(Z) a n d  y  e R t h e n  e i t h e r  x  e ( y )  o r
y e ( x )  . T h i s  g i v e s  u s  i f  A i s  a n y  i d e a l  t h e n  e i t h e r  A c  
U(Z) o r  N(Z) c  A. M o r e o v e r ,  i f  A and  B a r e  a n y  two i d e a l s  
s u c h  t h a t  N(Z) c= A t h e n  e i t h e r  A c  B o r  B c  A.
The p r e c e d i n g  t h e o r e m  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  T h eo rem  3 . 8  g i v e s  
u s :  i f  R i s  a n  o C - r i n g  a n d  P i s  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f
R, t h e n  i n  Rp t h e  r e g u l a r  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d ,  and  
t h e  z e r o  d i v i s o r s  f o r m  a  p r i m e  i d e a l  c o n t a i n e d  i n  e v e r y  
r e g u l a r  i d e a l . T o g e t h e r  w i t h  t h e  r e m a r k  a f t e r  C o r o l l a r y
2 . 1 6  i n  C h a p t e r  I I  t h i s  g i v e s  u s
C o r o l l a r y  3 . 1 1 . An oc - r i n g  s a t i s f i e s  t h e  e q u i v a l e n t  
p r o p e r t i e s  V I I  t h r o u g h  X g i v e n  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 1 2 .
Of c o u r s e  we a l s o  h a v e ,  i n  c a s e  R h a s  a  u n i q u e  m a x im a l  
i d e a l ,  t h a t  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  w h e n e v e r  
N(Z) = ( 0 ) .  T h i s  h a p p e n s  i f  Z i s  a  m i n i m a l  p r i m e  o f  ( 0 ) .
I f  ( 0 )  i s  p r i m a r y  t h e n  ( 0 )  i s  Z - p r i m a r y  a n d  a g a i n  we h a v e  
N(Z) = ( 0 ) .  O t h e r  c o n d i t i o n s  w i l l  be g i v e n  l a t e r .
Lemma 3'. 1 2 . S u p p o s e  R i s  a  q u a s i - l o c a l  oC - r i n g  a n d  P i s  
a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  R .  I f  y  e P ' ^ - J I ( P )  t h e n  f o r  some
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i n t e g e r  k ,  ( y ) e = (P ^ ) 8 i n  R p .  M o r e o v e r ,  c= ( y )  ..
P r o o f :  L e t  F be  t h e  s e t  o f  p r i m e s  w h i c h  do n o t  s a t i s f y  t h e
a b o v e  p r o p e r t y . I f  P i s  t h e  m ax im a l  e l e m e n t  o f  F t h e n  
P < M, t h e  m a x im a l  i d e a l  o f  R,  f o r  c l e a r l y  M i s  n o t  i n  P .  
Now, y  e i m p l i e s  t h a t  ( y ) e i s  Pe - p r i m a r y  i n  Rp a nd
h e n c e  ( y ) 8 = (P ^ ) 8 f o r  some i n t e g e r  k .  I f  x  e Pk  t h e n  
t h e r e  e x i s t  v  ft P and  w e R s u c h  t h a t  x v  = yw. S i n c e  P i s  
m ax im a l  i n  P ,  t h e r e  i s  a  p r i m e  Q s u c h  t h a t  P < Q and  Qn  a  
( v )  f o r  some i n t e g e r  n .  By C o r o l l a r y  3 . 5 ,  P c= Qn  c; ( v )  .
I f  p e P t h e n  p = v z  f o r  some z ,  h e n c e  x v z  = ywz = xp e ( y ) . 
T h e r e f o r e  P c  ( y ) , w h i c h  i m p l i e s  P e P ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  
Thus e v e r y  p r i m e  i d e a l  o f  R s a t i s f i e s  t h e  d e s i r e d  p r o p e r t y .
I f  R i s  a  r i n g  a n d  P i s  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  o f  R ,  Kp w i l l  
d e n o t e  t h e  k e r n e l  o f  t h e  n a t u r a l  m a p p in g  o f  R i n t o  R p .
U s i n g  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h i s  k e r n e l  g i v e n  i n  [ 1 5 ] ,
Kp = {x | t h e r e  e x i s t s  y  j, P s u c h  t h a t  xy  = 0 } .  I f  P i s  a  
m i n i m a l  p r i m e  o f  ( 0 ) ,  t h e n  Kp i s  a  P - p r i m a r y  i d e a l .
C o r o l l a r y  3 . 1 3 . S u p p o s e  R i s  a  q u a s i - l o c a l  0L - r i n g  a n d  P 
i s  t h e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  ( 0 ) .  I f  Kp = Pn  t h e n  p n+1 = 
( 0 ) .
P r o o f :  By t h e  r e m a r k s  p r e c e d i n g  t h i s  c o r o l l a r y ,  Kp i s  P -
p r i m a r y ,  h e n c e  f o r  some n ,  Kp = Pn . L e t  x  e Pn  a n d  p e P .
T h e r e  e x i s t s  a  y  ft P s u c h  t h a t  xy  = 0 .  I f  y  e  Q '^ - N ( Q )
w h e r e  Q i s  p r i m e ,  t h e n  b y  Lemma 3 . 1 2 ,  ( p )  c P c c  ( y ) ,
n +1f o r  some i n t e g e r  k .  T h e r e f o r e  p x  = 0 w h i c h  i m p l i e s  P =
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(0).
C o r o l l a r y  3 . 1 4 . I f  R i s  a  q u a s i - l o c a l  oc - r i n g  a n d  i f  
p r i m e  p o w e r  i d e a l s  a r e  p r i m a r y ,  t h e n  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  
l i n e a r l y  o r d e r e d .
P r o o f :  C o r o l l a r y  3 . 1 3  g i v e s  u s  w i t h  o u r  a d d e d  h y p o t h e s i s
t h a t  ( 0 )  i s  a  p r i m a r y  i d e a l .  The c o r o l l a r y  f o l l o w s  f r o m  
t h e  r e m a r k s  a f t e r  C o r o l l a r y  3 . 1 1 .
R e m a r k . I t  w i l l  "be show n  l a t e r  t h a t  i n  a n  oc - r i n g  a l l
t h e  p o w e r s  o f  a  p r i m e  i d e a l  a r e  p r i m a r y  t h r o u g h  Kp w h e r e
r 0
P q i s  a  m i n i m a l  p r i m e  o f  z e r o .  Of c o u r s e ,  i f  P i s  n o t  
m i n i m a l  t h i s  i n c l u d e s  a l l  p o w e r s .  I n  t h e  q u a s i - l o c a l  r i n g  
c a s e  t h i s  s a y s  a l l  t h e  p r i m e  p o w e r s  a r e  p r i m a r y  e x c e p t  p o s ­
s i b l y  t h o s e  w h i c h  a r e  z e r o .
T h eo re m  3 . 1 5 . l e t  R h e  a  q u a s i - l o c a l  oC - r i n g  a n d  l e t  Pq
h e  t h e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  ( 0 ) .  The i d e a l s  o f  R a r e
l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  Kp  .
0
P r o o f :  We a s su m e  PQ < Z , f o r  o t h e r w i s e  we h a v e  a l l  t h e
i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  hy  T h eo re m  3 . 1 0 .  By C o r o l l a r y
3 . 1 3  we h a v e  f o r  some p o s i t i v e  i n t e g e r  n ,  Pq31 = ( 0 ) < Pq11-1
w h e r e  Kp = Pq11-1 • S u p p o s e  x , y  e R w i t h  x  i  * TtLe
p r o o f  w i l l  h e  c o m p l e t e  i f  we c a n  show e i t h e r  x  e ( y )  o r  y  e
( x ) . We s a y  a  p r i m e  i d e a l  P h a s  p r o p e r t y  * i f  a n d  o n l y  i f
x , y  e R w i t h  x  e P ' ^ \ [ R ( p )  U Kp  ] i m p l i e s  x  e ( y )  o r  y  e
0
( x ) . U s i n g  t h e  a . c . c .  f o r  p r i m e s  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show :  
i f  e v e r y  p r i m e  i d e a l  Q p r o p e r l y  c o n t a i n i n g  P h a s  p r o p e r t y  * ,
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t h e n  P h a s  p r o p e r t y  * .  S u p p o s e  P i s  s u c h  a  p r i m e .  C l e a r l y
( i n  v i e w  o f  Lemma 3 . 1 2 ) ,  t h e  o n l y  c a s e  we a r e  r e q u i r e d  t o  _ .
c o n s i d e r  i s  w hen  b o t h  x  a n d  y  a r e  i n  P ' \ ^ [ 1 T ( P )  U Kp ] .
0 ’
T h e r e f o r e  i n  R p ,  ( x ) e a n d  ( y ) 8 a r e  Pe - p r i m a r y  so  e i t h e r  
( x ) e c  ( y ) e o r  ( y ) e cr ( x ) e . The two c a s e s  a r e  t r e a t e d  
s i m i l a r l y  so  we c o n s i d e r  t h e  c a s e  ( x ) e a  ( y ) e . T h e r e  e x i s t  
v  fi P a n d  w e R s u c h  t h a t  x v  = w y .  A l s o ,  v  & P a n d  e v e r y  
p r i m e  Q p r o p e r l y  c o n t a i n i n g  P h a s  p r o p e r t y  * i m p l y  t h a t  
v  e (w) o r  w e  ( v ) .
C ase  1 :  v  e  uw. T h i s  s a y s  t h a t  w fL P a n d  u  jzf P .  M o r e o v e r ,
xv  = xuw = yw so ( x u  -  y ) w  = 0 .  T h e r e f o r e  x u  -  y  e  Kp .
0
B u t  ( y ) 8 = ( P S ) 6 and  y  ^  K-q U N (P )  i m p l y  t h a t  K c:
a+1 0 0p- c:  ( y )  ( s e e  Lemma 3 . 1 2 ) .  T h u s  t h e r e  e x i s t s  z e  R s u c h
t h a t  x u  -  y  = z y . B u t  y  £  Kp  a n d  xu  -  y  e Kp i m p l y  t h a t
.. r 0  -^o
z e  Pn s i n c e  Kp i s  p r i m a r y .  T h e r e f o r e  1 + z i s  a  u n i t  i n
0  _ i
R a n d  y = ( l + z ) “ u x e ( x ) .
C ase  2 :  w = u v .  T h en  x v  = y u v  w h i c h  i m p l i e s  ( x  -  y u ) v  =
0 .  T h e r e f o r e ,  x  -  y u  e Kp . B y  Lemma 3 . 1 2  i t  f o l l o w s  t h a t
x  -  y u  e ( x ) ,  h e n c e  x  -  y u  = z x  f o r  some z e R .  A g a i n ,  
x  -  y u  e K_ a n d  x  ^  Kp i m p l y  z e Pn . T h e r e f o r e ,  1 -  z i s
0  0  _ i
a  u n i t  i n  R an d  x  = (1  -  z ) ~  u y  e ( y ) . T h u s ,  x  e ( y )  o r  
y  e ( x )  a nd  P h a s  p r o p e r t y  * .  As a  r e s u l t ,  e v e r y  p r i m e  
i d e a l  h a s  p r o p e r t y  * w h i c h  p r o v e s  t h e  t h e o r e m .
We h a v e  shown i n  a  q u a s i - l o c h l  ©c - r i n g  t h e  i d e a l s  a r e  
l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  Kp = P q11, f o r  some p o s i t i v e
i n t e g e r  n .  We a l s o  h a v e  1?Qn+1 = ( 0 ) .  S u p p o s e  Pq11 < Pq
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( i . e . ,  n  > 1 a n d  Pq > ( 0 ) ) .  L e t  z e Pq^ - ^ P q11. I f  x  and  y
a r e  n o n - z e r o  e l e m e n t s  o f  Pq11, t h e n  t h e r e  e x i s t  w , u  s u c h  t h a t
x = wz a nd  y = u z . M o r e o v e r ,  w a n d  u a r e  n o t  e l e m e n t s  o f
Pnn  = K-n . T h e r e f o r e ,  e i t h e r  w e ( u )  o r  u  e (w) . B u t  
u F0
w e ( u )  i m p l i e s  x  e ( y ) , w h i l e  u  e (w) i m p l i e s  y  e ( x ) . As 
a  r e s u l t  we h a v e  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .
S u m m a r i z i n g ,  we h a v e  i f  e i t h e r  Pn n  = K-  = ( 0 )  o r  i f  n  > 1 ,u
t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .  The q u e s t i o n  t h a t  
a r i s e s  i s  w h e t h e r  o r  n o t  t h e r e  e x i s t s  a  q u a s i - l o c a l  c o ­
r i n g ,  w i t h  m a x im a l  i d e a l  P ,  z e r o - d i v i s o r s  Z ,  m in i m a l  p r im e  
Pq , a n d  ( 0 )  = P q ^ < Pq = Kp < Z c  P < R ,  i n  w h i c h  t h e  
i d e a l s  a r e  n o t  l i n e a r l y  o r d e r e d .  T h e r e  i s  one a s  w i l l  be 
shown b y  a n  e x a m p le  a t  t h e  end  o f  t h i s  c h a p t e r .
P i r s t  we c o n s i d e r  t h e  c o n v e r s e  o f  some o f  t h e  p r e c e d i n g  
r e s u l t s .  Y e  h a v e  shown a  q u a s i - l o c a l  o c - r i n g  h a s  no p r o p e r  
i d e m p o t e n t  p r i m e s . Our n e x t  g o a l  i s  t o  show t h a t  a  q u a s i ­
l o c a l  r i n g  w i t h  no  i d e m p o t e n t  p r i m e s ,  a n d  i d e a l s  l i n e a r l y  
o r d e r e d  t h r o u g h  Kp w h e r e  P i s  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  ( 0 ) ,  
i s  a n  o t - r i n g .  At t h e  same t i m e  we w i l l  d e v e l o p  some 
t h e o r e m s  on t h e  p r i m a r y  i d e a l  s t r u c t u r e  o f  a  P r u f e r  r i n g .
T heorem  3 . 1 6 . I f  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  
t h r o u g h  P ,  a  p r i m e  i d e a l ,  and i f  Kp <= Pn , t h e n  Pn  i s  P -  
p r i m a r y .
P r o o f :  I n  R p ,  P e i s  m a x i m a l ,  h e n c e  (P n ) e = ( P e ) n  i s  P e -
p r i m a r y .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show ( P ^ ) e c  c  Pn
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a s  t h e  o t h e r  c o n t a i n m e n t  i s  a l w a y s  t r u e .  L e t  x  e ( P n ) e c .
n  ^T h e r e  e x i s t  y. fi P an d  h e P s u c h  t h a t  xy  = To = 3> h . p. ,
i =1 1 1
21 1w h e r e  h ^  e P and  p i  e P ( a s s u m i n g  t h a t  n  > 1 ,  f o r  i f  n  =
1 t h e  r e s u l t  i s  o - h v i o u s ) .  P o r  e a c h  i ,  s i n c e  y  i. P a n d  e
P t h e r e  e x i s t s  p |  e P s u c h  t h a t  p^  = p j y .  H ence  xy  =
^ h . p . ' y  = ( 2 1  h . p i ) y *  M o r e o v e r  y  P i m p l i e s  x  -  £1 1 i. 1 1 1
Kp c  Pn . T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t s  u  e Pn  s u c h  t h a t  x  -
^ i ^ i  + u  e ^ n * c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m .
The f o l l o w i n g  lemma i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a  lemma i n  a  
p a p e r  "by Ohm [ 12 ] .
Lemma 3 . 1 7 . I f  'fW  = a  p r i m e  i d e a l ,  an d  f o r  e a c h  m a x i -
0 6m a l  i d e a l  M o f  R,  Q i s  P - p r i m a r y  i n  R ^ ,  t h e n  Q i s  P -  
p r i m a r y .
0 CP r o o f : L e t  Q* = Q w h e r e  e x t e n s i o n  a n d  c o n t r a c t i o n  i s
w i t h  r e s p e c t  t o  Rp.  S i n c e  Y0" = P t h e n  Q* i s  a  P - p r i m a r y  
i d e a l .  I f  M i s  a  m a x im a l  i d e a l ,  t h e n  Qe cz ( Q * ) e i n  R ^ .
L e t  x  e ( Q * ) e and  f  he  t h e  n a t u r a l  map f r o m  R t o  RM, t h e n  
x  = f ( 0.) [ 1 ( 111) w h e r e  q e  Q* and  m & M. How q e Q* i m p l i e s  
t h e r e  e x i s t s  y  i  P s u c h  t h a t  qy = q '  £ Q. T h e r e f o r e ,  
x f ( y )  = f (  q y ) [ 1 ( 21) ] 1 = f  ( q 1) [ f ( m )  w h i c h  i s  i n  Qe . B u t  
Qe i s  P e - p r i m a r y  (h y  a s s u m p t i o n )  a n d  f ( y )  jzf P e , so x  £ Qe . 
T h u s ,  Qe = ( Q * ) e f o r  e a c h  m a x im a l  i d e a l  M o f  R w h i c h  i m p l i e s  
Q = Q* a n d  h e n c e  Q i s  P - p r i m a r y .
Lemma 3 . 1 8 . S u p p o s e  P ,  M, a nd  A a r e  i d e a l s  o f  R w i t h  P and
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M p r i m e  a n d  P c  M. L e t  Kp be  t h e  k e r n e l  o f  t h e  map f r o m  R 
t o  Rp a n d  Kpe be  t h e  k e r n e l  o f  t h e  map f r o m  R^ t o  ( R ^ ) p e
I f  Kp c  A t h e n  Kpe cz Ae w h e r e  e x t e n s i o n  i s  t o  R ^ .
P r o o f :  x  i s  i n  Kpe i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  e x i s t s  a  y  ^  P
s u c h  t h a t  xy  = 0 .  L e t  f : R  ------ > R ^ .  P o r  some a ,  b ,  m, n  e
R w i t h  m ,n  $  M a n d  b & P we h a v e  x  = f ( a ) [ f ( m ) ] _ a n d  y  =
f ( b ) [ f ( n ) ] ~ 1 . Row xy = 0 i m p l i e s  t h a t  f ( a ) f ( b )  = f ( a b )  = 0
a n d  t h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t s  z  & M ( h e n c e  z  t  P )  s u c h  t h a t
a b z  = 0 .  B u t  b z  ^  P i m p l i e s  a  e Kp c  A. T h e r e f o r e ,  x  e Ae 
c o m p l e t i n g  t h e  p r o o f .
T heorem  3 . 1 9 . S u p p o s e  R i s  e i t h e r  a  P r u f e r  r i n g  o r  a n  co­
r i n g .  I f  P i s  a  p r i m e  i d e a l  o f  R an d  Kp cz Pn  t h e n  Pn  i s  
P - p r i m a r y .
P r o o f :  L e t  M be  a  m a x im a l  i d e a l  o f  R. I f  R i s  a  P r u f e r
- r i n g  t h e  i d e a l s  o f  R^ a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .  By T heorem  
3 . 1 5 ,  i f  R i s  a n  oc - r i n g  t h e  i d e a l s  a r e  a t  l e a s t  l i n e a r l y  
o r d e r e d  t h r o u g h  P e . U s i n g  Lemma 3 . 1 7 ,  i f  P cz M we h a v e  
„Kpe cz ( P e ) n  i n  R^ w h i c h  i m p l i e s  by T heorem  3 . 1 6  ( P 6 ) n  i s  
P e - p r i m a r y .  T h i s  i s  a l s o  t r u e  i f  P gi M. S i n c e  t h i s  a r g u ­
m e n t  i s  v a l i d  f o r  e a c h  m a x im a l  i d e a l  M we h a v e  ( b y  Lemma 
5 . 1 7 )  Pn  i s  P - p r i m a r y .
R e m a r k . S u p p o s e  R i s  a  r i n g ,  P a  p r i m e  i d e a l  o f  R a n d  Pn  
i s  P - p r i m a r y .  I f  x  e Kp t h e n  t h e r e  e x i s t s  y  i  P s u c h  t h a t  
xy  = 0 .  T h e r e f o r e ,  xy e Pn  w h i c h  i m p l i e s  x  e Pn . We g e t  
t h e n  a  p a r t i a l  c o n v e r s e  o f  T heorem  3 . 1 9 :  i f  Pn  i s  P - p r i m a r y
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t h e n  Kp c  Pn . We a l s o  n o t e  t h a t  Theorem 3 . 1 9  v e r i f i & s  t h e  
r e m a r k  made a f t e r  C o r o l l a r y  3 . 1 4 .
2Lemma 3 .2 0  . S u p p o s e  P j- P i s  a  p r i m e  i d e a l  a n d  A i s  a  
P - p r i m a r y  i d e a l . I f  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  
t h r o u g h  A t h e n  A = Pn  f o r  some i n t e g e r  n .
P r o o f :  We f i r s t  show t h e r e  e x i s t s  a n  i n t e g e r  k  s u c h  t h a t
kP cz A. S i n c e  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h  A 
e i t h e r  Pn  c  A o r  A c  Pn  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n .
S u p p o s e  A i s  a l w a y s  c o n t a i n e d  i n  Pn . S i n c e  A i s  P - p r i m a r y  
i t  f o l l o w s  t h a t  P* = DPn  i s  n o t  p r i m e .  T h u s ,  t h e r e  e x i s t  
a , b  P* s u c h  t h a t  a h  e P * . S i n c e  A c: P* i m p l i e s  a , b  yL A, 
we may a s su m e  ( a )  c: ( b )  . F o r  some p o s i t i v e  i n t e g e r  m we 
h a v e  A cz P* cz Pm c  ( a )  cz ( b ) ,  h e n c e  ( a 2 ) c  ( a b )  c  p* c
Om O
P .cz ( a  ) .  T h e r e f o r e ,  we h a v e  f o r  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  k ,
( a 2 ) = P* = Pk  = P k+1 = . . .  . Now a 2 e ( a 4 ) = P 2k so
o a 2 2t h e r e  e x i s t s  u  e R s u c h  t h a t  a  = u a  , h e n c e  a  (1  -  u a  ) =
2 2 0 s A. B u t  1 -  u a  jif P a nd  A i s  P - p r i m a r y  so  a  e A.
v  o
T h e r e f o r e  P = ( a  ) = A. L e t  n  be  t h e  l e a s t  p o s i t i v e  
i n t e g e r  s u c h  t h a t  Pn  c  A < pn “  ^ ( a s s u m i n g  t h a t  A ^  P ) . I f  
x  e A a n d  y  e PrL_”' " ^ \ A  t h e n  x e A < ( y )  cz p 11-  ^ . T h e r e f o r e ,  
t h e r e  e x i s t s  z e R s u c h  t h a t  x  = zy  e A. B u t  y  gf A i m p l i e s  
t h a t  z e P ,  h e n c e  x  = zy  e Pn . Thus A = Pn  w h i c h  c o m p l e t e s  
t h e  p r o o f .
C o r o l l a r y  3 . 2 1 . I f  R i s  a  P r u f e r  r i n g  and  Kp cz p n  t h e n  
t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a  p r i m a r y  i d e a l  A s u c h  t h a t  Pn  < A <
-r.n-1
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P r o o f :  Kp <= p n  i m p l i e s  by T heorem  3 . 1 9  t h a t  Pn  and  Pn-1
a r e  P - p r i m a r y  i d e a l s . The c o r o l l a r y  i s  a n  i m m e d i a t e  c o n s e ­
q u e n c e  o f  Lemma' 3 . 2 0  a n d  t h e  o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e ­
t w e e n  t h e  p r i m a r y  i d e a l s  o f  R a n d  t h o s e  o f  R p .
T heo rem  3 . 2 2 . I f  R i s  a  r i n g  w i t h  a  l i n e a r l y  o r d e r e d  i d e a l  
s y s t e m  and  P i s  a  p r i m e  i d e a l  f o r  w h i c h  Pn  i s  n o t  p r i m a r y  
f o r  some i n t e g e r  n ,  t h e n  Pn  = ( 0 ) .
P r o o f :  L e t  n  be t h e  l e a s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  Pn  i s  n o t
p r i m a r y .  By T heorem  3 . 1 6  Kp Pn , h e n c e  Pn  < Kp  c  p n “ 1 >
Pn  < Kp i m p l i e s  P i s  t h e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o f  R ,  h e n c e
in —1
Kp i s  P - p r i m a r y .  We t h e n  h a v e  Kp = P by Lemma 3 . 2 0 .
L e t  x  £ p n “ 1 a n d  y  e P .  Now x  e p n_1 = Kp i m p l i e s  t h e r e  
e x i s t s  a  z  P s u c h  t h a t  xz  -  0 .  M o r e o v e r ,  z £  P a n d  y  e P 
i m p l y  y e  ( z ) ,  h e n c e  xy = 0 .  T h e r e f o r e  ( 0 )  = Pn  = p n+1 =
•  « •  ■
T heorem  3 . 2 3 . I f  R i s  a  P r u f e r  r i n g ,  Pq a n d  P p r i m e  i d e a l s  
w i t h  ( 0 )  c: Pq < P ,  t h e n  Pn  i s  P - p r i m a r y  f o r  e v e r y  p o s i t i v e  
i n t e g e r  n .
P r o o f :  S u p p o s e  Pn  i s  n o t  P - p r i m a r y  f o r  some n .  Lemma 3 .1 7
g i v e s  u s  t h a t  f o r  some m a x im a l  i d e a l  M , ( P n ) e i s  n o t  P e -  
p r i m a r y .  S i n c e  R i s  a  P r u f e r  r i n g  we h a v e  by  T heorem  3 . 2 2  
(P n ) e = ( 0 ) .  T h e r e f o r e ,  Pn  c  K^ c  Pq w h i c h  i m p l i e s  P cz P q , 
a  c o n t r a d i c t i o n .  T h u s ,  Pn  i s  P - p r i m a r y  f o r  e v e r y  p o s i t i v e  
i n t e g e r  n .
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Lemma 3 . 2 4 . S u p p o s e  P q  a n d  P a r e  p r i m e  i d e a l s  o f  R w i t h  
Pq < P < R .  I f  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  
t h r o u g h  P q ,  t h e n  DPn  i s  p r i m e .
XI IIP r o o f :  F o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n ,  P PQ so  P q cz flP =
P * . T h e r e f o r e  Kp c  P q < Pn  f o r  e a c h  i n t e g e r  n  w h i c h  i m p l i e s
Pn  i s  P - p r i m a r y  ( T h e o r e m  3 . 1 6 ) .  S u p p o s e  a b  e  P* w h e r e  
n e i t h e r  a  n o r  b i s  i n  P * . S i n c e  a , b  ^  Pq t h e r e  e x i s t s  a  
p o s i t i v e  i n t e g e r  n  s u c h  t h a t  Pn  cz ( a )  cz ( b )  ( o r  b e ( a ) ) .
T h i s  g i v e s  u s  t h a t  P 2n  cz ( a b )  cz P* cz P 2 n , h e n c e  ( a b )  = P* = 
p 2 n  _ p2n+1 _ ^  T h e r e f o r e ,  t h e r e  e x i s t s  a  u  i n .
p
R s u c h  t h a t  a b  = u ( a b )  , o r  a b ( l  -  u a b )  = 0 .  a b  gf Pq 
( o t h e r w i s e  o n e  o f  a  o r  b w o u l d  b e  i n  P q , h e n c e  i n  P* )  
i m p l i e s  t h a t  1 - u a b  e  P q  cz p . H ence  1 e  P ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  
T hu s  we h a v e  P* i s  a  p r i m e  i d e a l .
T h e o re m  3 . 2 5 . ' I f  R i s  a  P r u f e r  r i n g  a n d  ( 0 ) cz Pq < P a r e
p r i m e  i d e a l s ,  t h e n  DPn  i s  p r i m e .
P r o o f :  ‘ By T h e o re m  3 . 1 9 ,  Pn  i s  P - p r i m a r y  f o r  e a c h  i n t e g e r  
n .  I n  Rp we h a v e  by  Lemma 3 . 2 4 ,  H(Pn ) e = ( P * ) e w h e r e  P* i s  
a  p r i m e  i d e a l  o f  R .  T h e r e f o r e ,  P* = [ n ( P n ) e ] c = flPn  i s  
p r i m e .
T h e o re m  3 . 2 6 . S u p p o s e  R i s  a  r i n g  w i t h  PQ t h e  m i n i m a l  p r i m e
o f  ( 0 )  a n d  t h e  i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h
K-n . I f  Q i s  P - p r i m a r y  a n d  P i s  n o t  i d e m p o t e n t  t h e n  Q = Pn  
0
f o r  some p o s i t i v e  i n t e g e r  n .
P r o o f :  Q a  P - p r i m a r y  i d e a l  i m p l i e s  Kp  c: Q. We c a n  t h e n
r Q
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a p p l y  Lemma 3 . 2 0  t o  g e t  t h e  d e s i r e d  r e s u l t .
R e m a r k . S u p p o s e  R i s  a  r i n g  w i t h  no i d e m p o t e n t  p r im e
i d e a l s ,  i n  w h i c h  t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  t h r o u g h
K_, w h e r e  Pn i s  t h e  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  o s  z e r o  . I f  P 1
a n d  a r e  p r i m e  i d e a l s  w i t h  P^ < ? 2  t h e n  P^ < a l s o .
As a  r e s u l t  i f  P 1 < ? 2  < . . .  i s  a n  i n f i n i t e ,  s t r i c t l y  i n - -
2 2c r e a s i n g  c h a i n  o f  p r i m e  i d e a l s , t h e n  P  = UP^ = UP^ = P .
B u t  P i s  a  p r i m e  i d e a l  w h i c h  c o n t r a d i c t s  o u r  h y p o t h e s i s .  
T h e r e f o r e ,  i n  s u c h  a  r i n g  a s  d e s c r i b e d ,  t h e  a . c - . c .  f o r  
p r i m e  i d e a l s  i s  v a l i d .  T h i s ,  t o g e t h e r  w i t h  T h e o re m  3 . 2 6 ,  
g i v e s  u s  t h e  " c o n v e r s e "  m e n t i o n e d  b e f o r e  T h eo re m  3 . 1 6 .
T h eo re m  3 . 2 7 . S u p p o s e  P ^  P i s  a  p r i m e  i d e a l  o f  a  P r u f e r  
r i n g  R .  I f  Q i s  a  P - p r i m a r y  i d e a l ,  a n d  Kp < Q t h e n  Q i s  a  
p r i m e  p o w e r  i d e a l .  I n  c a s e  P i s  n o t  a  m i n i m a l  p r i m e  i d e a l  
o f  ( 0 )  t h i s  i s  a l l  t h e  P - p r i m a r i e s .
P r o o f :  I n  t h e  p r o o f  we c o n s i d e r  two c a s e s .
C ase  1 :  Pn  i s  P - p r i m a r y  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n .  I n
Rp t h e  i d e a l s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d ,  a n d  ( P ^ ) e < P e , h e n c e  
Qe = ( P m) e f o r  some i n t e g e r  m, b y  T h e o re m  3 . 2 6 .  T h e r e f o r e ,  
Q = Pm.
C ase  2 :  F o r  some i n t e g e r  n ,  Pn  i s  n o t  P - p r i m a r y .  By Lemma
3 . 1 7  t h e r e  e x i s t s  a  m a x im a l  i d e a l  M f o r  w h i c h  ( P 1^) 6 i s  n o t
P e p r i m a r y .  L e t  k  be  t h e  l e a s t  p o s i t i v e  i n t e g e r  f o r  w h i c h
/ 1c \ © ©t h e r e  e x i s t s  a  m a x im a l  i d e a l  M s u c h  t h a t  (P ) i s  n o t  P -
p r i m a r y  i n  R ^ .  By T h eo re m  3 . 2 2 ,  ( P ^ ) e = ( 0 ) .  M o r e o v e r ,
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"t"by o u r  a s s u m t i o n  on  i ,  i f  t  < k  t h e n  P i s  P - p r i m a r y .  
T h e r e f o r e , we h a v e  P ^  c c Kp c  p ^  . The P - p r i m a r y  
i d e a l s  o f  R a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d  a n d  a l l  P - p r i m a r y  i d e a l s  
c o n t a i n  Kp . I f  P c  Q t h e n  Q i s  a  p r i m e  p o w e r  by 
C o r o l l a r y  3 .2 1  . S u p p o s e  Kp < Q c  pk  1 . I n  Rp  we h a v e
(Kp ) e < Qe cz ( P k _ 1 ) e , h e n c e  by lemma 3 . 2 0 ,  Qe = (Pk - 1 ) e .
1c™ "tT h e r e f o r e ,  Q = P . The s e c o n d  a s s e r t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  
i s  o b v i o u s .
T h i s  t h e o r e m  c o m p l e t e s  o u r  d i s c u s s i o n  o f  p r i m a r y  i d e a l s  i n  
P r u f e r  r i n g s . Our f i n a l  g o a l  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  c o n s t r u c t  
t h e  e x a m p le  m e n t i o n e d  a f t e r  Theorem  3 . 1 5 .
E x am p le  3 . 2 8 . We w i l l  c o n s t r u c t  a  r i n g  D h a v i n g  e x a c t l y  
two p r o p e r  p r i m e  i d e a l s ,  P 1 a n d  Pp , a n d  s u c h  t h a t  P 1 w i l l  
b e  t h e  o n l y  P ^ - p r i m a r y  i d e a l  and  ( 0 )  = P^ < P^ < Pg < D. 
E v e r y  p r o p e r  i d e a l  C w h i c h  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  P^ w i l l  be  
a  p o w e r  o f  P g . As a  r e s u l t  D w i l l  b e  a n  oi - r i n g ,  b u t  we 
w i l l  show t h e  i d e a l s  a r e  n o t  l i n e a r l y  o r d e r e d  i n  D. We 
f i r s t  c o n s t r u c t  t h e  r i n g  D an d  t h e n  v e r i f y  t h e  s t a t e m e n t s  
n u m b er  1) t h r o u g h  8 )  w h i c h  we a s su m e  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  
D.
L e t  R = Q [ x , y , z ] /  > w h e r e  Q i s  t h e  f i e l d  o f  r a t i o n a l
v x * y 9Z /
n u m b e r s ,  a n d  x , y ,  a n d  z a r e  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  Q. We n o t e  
t h a t  R i s  a  u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  d o m a in  w i t h  x  a  p r i m e  e l e ­
m e n t  . L e t  P = ( y , z ) R .  Then  e a c h  n o n - z e r o  p i n  P h a s  a
*f*u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  p = p ^ x  ( t  >, 0 )  w h e r e  g c d ( x , p ^ )  = 1
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a n d  e P .  F o r  n o t a t i o n a l  c o n v e n i e n c e  we w i l l  u s u a l l y  
d i s r e g a r d  u n i t  f a c t o r s  o f  e l e m e n t s  o f  R ,  s i n c e  d e R i m p l i e s  
t h a t  d = f g  w h e r e  f  e Q [ x , y , z ]  a n d  g  i s  a  u n i t  i n  R .  M o re ­
o v e r ,  i f  d i s  n o t  a  u n i t  i n  R t h e n  f  h a s  c o n s t a n t  t e r m  
z e r o  .
S e t  S = { [ r x s  + p ] x “ s  | r  £ R ,  p e P ,  a n d  s i s  a  n o n - n e g a t i v e  
i n t e g e r } . i t  i s  c l e a r  t h a t  S i s  a  r i n g  b e t w e e n  R and  
Q ( x , y , z ) . F o r  e v e r y  e l e m e n t  a  o f  S we d e n o t e  b y  0 ( a )  a  
s e t  o f  a s s o c i a t e s  i n  R ,  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  I f  a  e R l e t
0 ( a )  b e  a l l  t h e  a s s o c i a t e s  o f  a  i n  R .  I f  a  e S'""^R we c a n  
w r i t e  a  i n  t h e  f o r m  u [ r x s + p ] x - s  w h e r e  s > 0 ,  g c d ( x , p )  = 1 ,  
u  i s  a  u n i t  i n  R ,  a n d  r  e Q [ x ] .  L e t  0 ( a )  be  a l l  o f  t h e  
a s s o c i a t e s  o f  r  i n  R .  To show 0 ( a )  i s  w e l l  d e f i n e d  we 
m u s t  p r o v e  t h a t ,  u f r ^ x 3 + p,  ^ ] x - s  = [ r 2x ^ + p 2 ] x - ^ w i t h  
s , t  > 0 ,  g c d ( x , p 1 ) = 1 ,  g c d ( x , p 2 ) = 1 ,  a n d  r 1 , r 2 e Q [ x ]  
i m p l i e s  r^  a n d  r 2 a r e  a s s o c i a t e s  i n  R .  S i n c e  x / p ^ p ^  i t  
f o l l o w s  t h a t  s  = t ,  h e n c e  u [ r . j X S + p^ ] = r 2x s  + p 2 . E v a l u a ­
t i n g  t h e s e  p o l y n o m i a l s  a t  y  = z = 0 we g e t  u ' r ^ x s = r 2x s , 
w h e r e  u 1 i s  u  e v a l u a t e d  a t  y  = z = 0 ,  w h i c h  i s  a l s o  a  u n i t  
i n  R .  T h e r e f o r e  u ' r ^  = r 2 w h i c h  p r o v e s  f o r  e a c h  a  i n  S ,
0 ( a )  i s  u n i q u e .  We n o t e  t h a t  i n  d e f i n i n g  0 ( a )  we h a v e  - 
i f  a  e S '^ - .R  t h e r e  e x i s t s  a n  r  e 0 ( a )  s u c h  t h a t  a  = 
u [ r x s  + p ] x  s w h e r e  r  e Q [ x ] ,  ( x , p )  = 1 ,  a n d  s > 0 .  S u c h  
a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  w i l l  be  c a l l e d  a  n o r m a l i z e d  f o r m  o f  
a .
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1)  a  i s  a  u n i t  i n  S i f  a n d  o n l y  i f  a  i s  a  u n i t  i n  R .
2) a s  ( x n ) S ' \ R  i f  and  o n l y  i f  x11 | r  whetce r e  0 ( a )  .
( x ) S  i s  a  p r i m e  i d e a l  o f  S .
*1 ”13) A = {px~s | p £ P} = ( y  , y x “ , —  , z , z x “ , .  . .  )S i s  a  p r i m e  
i d e a l  o f  S a n d  A < ( x ) S .  M o r e o v e r  A = n5 >1 ( x rL) S .
4 ) I n  T = < A8 w h e r e  B -  ( y , z ) S .  I n  p a r t i c u l a r
—■1   1 0
n e i t h e r  y x  n o r  z x  i s  i n  B .
5) I f  M i s  a n  i d e a l  o f  T s u c h  t h a t  M $4 ^ ^ ( x 11) ! ,  t h e n  M = 
( x ^ ) T  f o r  some i n t e g e r  k .
F o r  o u r  e x a m p le  we l e t  D = T /B e a n d  ( u s i n g  t a r s  t o  d e n o t e  
r e s i d u e  f o r m a t i o n )  P 2 = ( x ) T  w i t h  P 1 = AT. By 2) a n d  3 ) ,
P 1 and  P 2 a r e  p r i m e  i d e a l s  a n d  t y  4 ) ,  ( 0 )  < P^ < P ^ . 5)
g i v e s  u s  i f  C i s  a n  i d e a l ,  C c P 2 a n d  C gt P^ t h e n  C = P^
f o r  some p o s i t i v e  i n t e g e r  k .
6) I n  S i f  Q i s  A - p r i m a r y  and  B c  Q c  A t h e n  Q = A. A lso  
A2 c  B.
T h i s  g i v e s  u s  P^ i s  t h e  o n l y  P - p r i m a r y  i d e a l  and  ( 0 )  =
P ^ 2 < P 1 .
7 )  I f  a  = ( y x - 1 ) a n d  t  = ( z x -  ) i n  D t h e n  a  ( t ) D  a n d  
t  ji  ( a ) D .
T h e r e f o r e  I) s a t i s f i e s  a l l  t h e  r e q u i r e d  p r o p e r t i e s .  We now 
p r o v e  s t a t e m e n t s  l )  t h r o u g h  7 ) .
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1) a  i s  a  u n i t  i n  S i f  a n d  o n l y  i f  a  i s  a  u n i t  i n  R.
P r o o f :  L e t  a  "be a  u n i t  i n  S . I f  a  ^  R t h e n  a  h a s  a
n o r m a l i z e d  f o r m  u [ r x s  + p ] x - s . A l s o ,  r x s + p n o t  a  u n i t
— 1and  g c d ( x , p )  = 1 i m p l y  a  i s  n o t  i n  R, h e n c e  f o r  a n o t h e r  
n o r m a l i z e d  f o r m  we g e t  [ r x  + p ] “ x  = u v [ r ^ x  + p ^ ] x “ . 
H ow ever  s and  t  p o s i t i v e  i n t e g e r s  im p l y  t h a t  x  | p 1P 2 > a.
c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  i f  a  i s  a  u n i t  i n  S t h e n  a  i s  i n
—  1 -1R. S i n c e  a  i s  a l s o  a  u n i t  i n  S we h a v e  a  e R ,  h e n c e  a
i s  a  u n i t  i n  R .  The o t h e r  i m p l i c a t i o n  i s  o b v i o u s .
2) a  e ( x n ) S ' ' \ R  i f  a n d  o n l y  i f  x11 j r  w h e r e  r e  9 ( a )  .
( x ) S  i s  a  p r i m e  i d e a l  i n  S .
P r o o f :  S u p p o s e  a  e ( x rL) S ' ^ . R  a n d  r  e 0 ( a )  i s  s u c h  t h a t
a  = u [ r x s  + p ] x “ s i s  a  n o r m a l i z e d  fo r m  o f  a .  T h e r e f o r e ,
■fc —i;f o r  some n o r m a l i z e d  f o r m  v [ r ^  + p-^  ]x -  we h a v e  
u [ r x s  + p ] x ~ s  = x ^ t r - j x " * 1 + p . j ] x “ ^ .  S i n c e  g c d ( x , p )  = 1 we 
m u s t  h a v e  t  > n .  Hence  a  = v [ ( r 1xn ) x ^ - n  + p ^ ] x n _ ^ i s  a  
n o r m a l i z e d  f o r m  o f  a .  T hus  r ^ x 11 e 0 ( a )  w h i c h  i m p l i e s  t h a t  
xn J r .  Any e l e m e n t  o f  S c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  
u [ r  + p x “ s ] ,  w h e r e  u  i s  a  u n i t  a n d  r  e Q [ x ] .  M o r e o v e r ,
p x - s  e ( x ) S .  T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  show ( x ) S  i s  p r i m e  i t
i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  i f  r 1 a n d  r 2 a r e  i n  Q [x ]  and  i ,1r 2 £ 
( x ) S  t h e n  e i t h e r  r . p o r  i s  i n  ( x ) S .  S u p p o s e  t h e r e  i s  a  
n o r m a l i z e d  f o r m  a  = u [ r x s  + p ] x ~ s s u c h  t h a t  r ^ r 2 = x a .  
C l e a r l y  s  = 1 a n d  we h a v e  r ^ r 2 = u r x 3 + u p . T h i s  c a n n o t  
h a p p e n  i f  r^  an d  r 2 a r e  i n  Q [ x ] .  As a  r e s u l t ,  i f  £
( x ) S  a nd  r^  v 2 £ Q[x ] t h e n  r ^ r ^  £ (x ) R  a  p r i m e  i d e a l  o f  R .
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H e n c e ,  e i t h e r  e ( x ) R  o r  r 2 e ( x ) R .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  
p r o o f .V
a  i 1 *1
3)  A = {px-  j p e P} = ( y , y x  , . . . , z , z x ~  . . . ) S  i s  s t -pnime 
i d e a l  o f  S and  A < ( x ) S .  M o r e o v e r  A = ( x n ) S .
P r o o f :  C l e a r l y  x  i s  n o t  a n  e l e m e n t  o f  A. S i n c e  p x ” s  =
x n ( p x " s ~n ) e ( x n )S we h a v e  A c  nfl>1 ( x n ) S .  ( x ) S  a  p r i n c i p a l  
p r i m e  i d e a l  o f  S i m p l i e s  n^ ’1 ( x n )S i s  a  p r i m e  i d e a l  o f  S .  
T h e r e f o r e  we n e e d  o n l y  show nfl’1 ( x n )S c  A. L e t  a  he  a  n o n ­
z e r o  e l e m e n t  o f  S i n c e  n0 1 ( x n )R = ( 0 )  t h e r e  i s
a n  e l e m e n t  o f  S~~----~R h a v i n g  a  n o r m a l i z e d  f o r m  u [ r x s + p ] x - s  
a n d  an i n t e g e r  m > 0 s u c h  t h a t  a  = x mu [ r x s  + p ] x - s . B u t
b o t h  a  a n d  u p x m~ s a r e  i n  ( x n )S f o r  e a c h  i n t e g e r  n ,  h e n c e
u r x m e ( x n )S f o r  e a c h  i n t e g e r  n .  T h e r e f o r e  r  e
I f  r  f  0 we a g a i n  g e t  f o r  some e > 0 t h a t  r  = x ^ ^ x ^  +
—  "t "t —"t]x  ( w h e r e  a g a i n  v [ r ^ x  ' + p 1 ]x  i s  a  n o r m a l i z e d  f o r m ) .
E v a l u a t i n g  t h e  a b o v e  a t  y  = z = ‘0 ,  w i t h  v* r e p r e s e n t i n g  v  
a t  y  = z = 0 ,  we h a v e  r  = x ^ ^ v ’r ^ x ^  = v ' r ^ 6 . H o w e v e r ,  
t h i s  m u s t  h a p p e n  f o r  e a r b i t r a r i l y  l a r g e .  T h e r e f o r e  r  = 0 ,  
a  c o n t r a d i c t i o n .  . As a  r e s u l t  we h a v e  shown i f  a  i s  a  n o n ­
z e r o  e l e m e n t  o f  n |J- j(xn )S t h e n  a  i s  o f  t h e  f o r m  u px m - s .
T h e r e f o r e  n ^ 1 ( x n )S = A.
4 )  I n  T = s ( x )> ®0 < ^  w h e r e  B = ( y , z ) S .  I n  p a r t i c u l a r
— 1 — 1 en e i t h e r  y x  n o r  z x  i s  i n  B .
P r o o f :  We f i r s t  n o t e  t h a t  a  e S~"--^(x) S i f  a n d  o n l y  i f
™ "1 © 0e a c h  r  i n  0 ( a )  i s  a  u n i t  i n  R .  To show y x  e A
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we m u s t  show t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a n  a  e S ' \ ^ ( x ) S  s u c h
t h a t  a ( y x - 1 ) £ B .  S u p p o s e  a  = u [ r x s  + p ] x - s  w h e r e  r  i s  a  “
u n i t  i n  R h a s  t h i s  p r o p e r t y  ( t h e  c a s e  w h e r e  a  i t s e l f  i s  a
 ^
u n i t  i s  t r i v i a l  s i n c e  y x  ^  B ) . T h e r e f o r e ,
[ y x - 1 ] [ u ( r x s  + p ) x " s ] ='  [ r 2x m + P 2 ] x -my  + [ r ^ x 11 + p 5 ] x - n z .
l r
T h i s  i m p l i e s  i f k = m + n + s  t h a t  u r x  y i s  a n  e l e m e n t  o f
1 ^ 4 - 1  ?  ^  v( x  y , x  z , y  , y z , z  )R .  B u t  u r  i s  a  u n i t  i n  R an d  y x
T— i *| j *1 Q  Q
i s  n o t  a n  e l e m e n t  o f  ( y x  , z x  , y  , y z , z  )R .  T h e r e f o r e
i G “ 1 Gy x  £ B . A s i m i l a r  a r g u m e n t  g i v e s  u s  z x  £ B .
5 )  I f  M i s  a n  i d e a l  o f  T s u c h  t h a t  M (/  ^ ^ ( x 11) ! ,  t h e n
M = ( x k )T f o r  some i n t e g e r  k .
P r o o f :  T h i s  f o l l o w s  e a s i l y  s i n c e  ( x ) S  i s  a  p r i n c i p a l  p r i m e
i d e a l  o f  S a nd  A = n^ ^ ( x n ) S .
6) I n  S i f  Q i s  A - p r i m a r y  and  B e  Q cz A t h e n  Q = A. A l s o ,  
A2 c  B.
P r o o f :  B e t  p x - s  e A. S i n c e  x s fL A a n d  x s [ p x - s ] = p i s  i n
B c  Q t h e n  p x - s  e Q. T h e r e f o r e  A = Q. M o r e o v e r ,
[ p 1x - s ] [ p 2x - ^ ]  = [ p 1x ~ s _ "t ] p 2 £ B w h i c h  p r o v e s  t h e  s e c o n d  
a s s e r t i o n .
7)  I f  a  = ( y x - 1 ) a n d  h = ( z x - 1 ) i n  D t h e n  a  $  (h )D  and  
h i  ( a ) D .
P r o o f :  I f  h e ( a ) D  t h e n  t h e r e  e x i s t  [ r x s + p ] x - s  £ S ,  and
[u x ^  + p^ ]x -1} e S"~—. ( x ) S  s u c h  t h a t  [ r x s + p ] [ y x - s - 1 ] -
[u x ^  + P l ] [ z x - t - 1 ] = c i s  i n  B .  We w r i t e  [ u x ^  + p^ ] x - ^ so
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t h a t  u  i s  a  u n i t  i n  R ( t h i s  c a n  be  done  i n  g e n e r a l  ■by- 
a l l o w i n g  t o  h e  z e r o ) .  S i n c e  c e B f o r  some n o n - n e g a t i v e  •
i n t e g e r s  m a n d  n  we g e t  c = [ r ^ 331 + p 2 ] y x -m  + [ r ^ x 11 + p ^ J z x - ^ .
kT h i s  g i v e s  u s  i f  k  = s + t  + i  + n  + 1 t h a t  u z x  e 
( x k + 1 , y x k , y 2 , y z , z 2 )R w h i c h  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  A s i m i l a r  
a r g u m e n t  g i v e s  u s  a  jzl ( b ) D .
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  e x a m p l e .
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